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resentación 


"Caminante no hay camino, 
se hace camino al andar" 


E stas coplas, en las que el vate Antonio Machado expresa poéticamente una gran verdad 
de la sabiduría popular. cobran plena vigencia en la actividad de profesional de Manuel 

COVEÑAS NAQUICHE, con justicia "el Isaac Asimov de las matemáticas peruanas" por su 

prolífica producción bibliográfica -en el área didáctica- en esta no fácil ciencia formal. 


En efecto, Manolo, como le gusta que le digan sus amigos, se abrió camino como un extraordina- 
rio docente, por sus virtudes didácticas, ¡innatas en él!, y por su sencillez; ahora, sigue caminan- 
do, haciendo camino, en el difícil arte de crear libros... ¡no se duerme en sus laureles!, por eso, 
sigue mejorando sus textos escolares, gracias a su experiencia pedagógica y a los consejos de 
uno de los elementos fundamentales del proceso enseñanza-aprendizaje: ¡EL MAESTRO DE 
AULA? con quien está en permanente contacto. 


Con ocasión de esta segunda edición -ampliada y corregida de sus textos de MATEMATICAS, para 
cada uno de los grados de Educación Secundaria, nos presenta una nueva estructura de los mismos: 


"3 Una exposición teórica sencilla, accesible al alumno, de cada uno de los temas tratados, que 
se ve clarificada con... 
us Ejemplos resueltos en orden de dificultad progresiva y con... 


us Talleres para cada capítulo, a desarrollarse en clase, ¡mejor si es a nivel grupal!, motivando 
así la participación activa de los educandos. 


q contento con esto, añade: 


u> Ejercicios de reforzamiento en dos niveles, según el grado de dificultad y. 


“3 Propuesta de Olimpíadas Matemáticas, con su respectivo desarrollo, que glebalizan los co- 
nocimientos impartidos en cada unidad temática. 


Como pueden apreciar amigos/as lectores/as, estos textos se convierten en un material de 


invalorable valor pedagógico, porque, facilitan el proceso de la enseñanza-aprendizaje de las 
Matemáticas, saber que permite optimizar la capacidad lógico-deductiva del ser humano. 


Prof. Lucio K Blanco A. 
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1.1 FUNCIONES | 
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Conjunto de ) 3 ( Conjunto de ) peso de 
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Empezamos el estudio de las funciones recordando algunas ideas que has apren- 
dido en cursos anteriores. 


El Profesor de Historia del Perú organiza a sus alumnos de clase en equipos, 
para que realicen un trabajo (asignación). Con tal fin les recomienda una 
lista de libros y pide que cada alumno lea un libro. 


Veamos cómo trabajó cada equipo: 


La = (alumnos del equipo + 1) B = (alumnos del equipo +t 2) 
L = (libros recomendados) L = (libros recomendados) 


Los diagramas representan la relación R ....... leyó el libro ...... entre el con- 
junto de alumnos de un equipo y el conjunto de libros recomendados. Observa 
cuántas flechas salen de cada punto del dominio. 


Conjunto de 


alumnos ) al Libros 


alumnos Libros 


De acuerdo a este diagrama. De acuerdo a este diagrama. 

De 1, 2, 3, 4, 6 y 7 sale una sola flecha (cada De 1, 2, 3 y 4 sale una sola flecha. (Cada 
uno leyó un libro). uno leyó un solo libro). 

De 5 no sale ninguna flecha. (No leyó nin- De 5 y 6 no sale ninguna flecha (no leye- 
gún libro). ron ningún libro). 


* De cada punto del conjunto de partida sale una sola flecha o ninguna. Las 
relaciones que cumple esta propiedad se llaman funciones. 


Definición: Se dice que una relación entre A y B es una función cuando de cada 
punto del conjunto de partida sale a lo más una flecha. 


+ Ahora analicemos el diagrama del equipo + 1. 


* Enel conjunto de partida: 


El punto 1 tiene como correspondiente al punto a, se dice que a es ima- 
gen de 1. 


Al punto 5 no le corresponde ninguno como imagen. Se dice que la fun- 
ción no está definida para el punto 5. 


Los puntos 1, 2, 3, 4, 6 y 7 tienen una sola imagen. 
En el conjunto de llegada: 


A los puntos b y d no llega ninguna flecha (b y d no son imágenes de 
ningún punto del dominio). 


Al punto c llega una flecha (c es imagen de un punto del dominio). 
Al punto a llegan dos flechas (a es imagen de dos puntos del dominio). 
Al punto e llegan tres flechas (e es imagen de tres puntos del dominio). 


- Marquemos el dominio de cada función: 


Df) Dif) 


Equipo $ 1 Equipo + 2 ] 


Observa: De cada punto del dominio sale una sola flecha. 
El conjunto D(f) se llama Dominio de la función. 
El conjunto R(f) se llama Rango de la función. 


* De acuerdo con estas observaciones podemos dar otra definición de función. 


Definición: Se dice que una relación es una función cuando de cada punto de 
de su dominio sale una y sólo una flecha. 


See . poes ERA! 


Observaciones: Toda función es una relación, esto quiere decir que de una fun- 
ción surge la presencia de: 


i) Un conjunto de partida ii) Un conjunto de llegada 
tii) Una regla de correspondencia 


* Para que una relación sea función ,debe cumplirse lo siguiente: 
"Cada elemento de su dominio debe tener una sola imagen" 


* No toda relación es función. 


1.1.1 NOTACIÓN DE UNA FUNCIÓN: 


f = (0 y) e AxB/y= 00) | 


Donde: | A: conjunto de partida 
B : conjunto de llegada 


y = f(x) : Regla de correspondencia 
x : preimágenes; variable independiente 
y : imágenes; variable dependiente 


D(y) : Dominio de la función; conjunto de todas las preimágenes. 


Ry) : Rango de la función; conjunto de todas las imágenes. 


Observación: Si el dominio de la función D(f) es igual al conjunto de partida (A); 
osea: D(f) = A, entonces la función recibe el nombre de Aplicación. Luego, toda 


aplicación es una función; pero no toda función es una aplicación . 


0 an po 


Ejemplo 1 : Dado los conjuntos: A=(1;3;5;7) a B=(2; 4; 6; 9; 10; 12) 


Hallar: a)f: A >B;talque: y=x+1 
b) Dr) y Ry) 
Cc) Diagrama Sagital 
d) ¿Es aplicación? 


Resolución: 


de 2-2 Panal Corea Magico 


+ Una relación f de A en B denotada por f : 
A > B; es una función si y sólo sia un ele- 


mento x e A, le corresponde un único ele- 
mento y e B, através de "f". 

» Las funciones se designan con letras mi- 
núsculas f, g , h 


y=F(7)=7+1=¡8é B] 


+ Una función también se denota por: 


il 
Luego: Sr 
x y 
f= [a 2), (3; 4), (5; 6)) opor: f(x) = y que se lee: "La imagen de 
A 


b) Dominio de la función: D(s) = (1; 3; 5) | 


Rango de la función: R(s) = (2; 4; 6) ell 


c) f: A>5B 


d) No es aplicación pues el dominio de 
Se lee: “f aplica x en y" 


la función o sea: 
Drf) = (1; 3; 5) es diferente del conjun- 
to de partida A; o sea: A = (1; 3; 5; 7) 


Conjunto de ) 
partida 


4 
Conjunto de) 
llegada 


Ejemplo 2: Dados los conjuntos: A=(-2;-1;,0;1;2) »a B=(0; 1; 2; 3; 4) 


Hallar: — a)f: A>B;talque: y = é b) Df) y Ru) 
c) Diagrama Sagital d) ¿Es aplicación? 


E = ss A 
b) | Dominio de la función: D(y) = (-2; -1; O; 1; 2) 


minio de la función D(f) o sea: 
Dis) = (2; 1; 0; 1; 2) es igual al 
conjunto de partida A; o sea: 


A = (-2; -1; 0; 1; 2) 


Ejemplo 3:  Dadolos conjuntos: A=(1;,3;5;7) a B=(3;5; 6; 7; 9) 


Hallar: —a)f: A—>B;talque: y=2x+3  b)D(f) y Rf) 
c) Diagrama Sagital d) ¿Es aplicación? 


Resolución: 


Rango de la función: R(s) = (5; 9) 


Dominio de la función: Dis) = (1; 3) 


d) ¡| No es una aplicación; pues el 
dominio de la función D(y) osea: 
Dis) = (1:3) es diferente del con- 
junto A; osea: A= (1; 3; 5; 7) 


1.1.2 FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE DIAGRAMA SAGITALES 


Una relación definida mediante un diagrama sagital es función si de cada 
elemento de su dominio sale una sola flecha. 


* Analicemos cada una de las siguientes relaciones definidas gráficamente 
mediante diagramas sagitales (flechas). 


Figura (2) 


Figura (3) Figura (4) 


e En la relación R1í se observa que el conjunto de partida es: 
A = [1; 3; 5; 7) y el conjunto de llegada es: B = (2; 4; 6; 8) 
Siendo: —D(Rs) = (1; 3; 5); Rías) = (2; 6; 8) 
REGLA DE CORRESPONDENCIA: 


"a 1 le corresponde 8", "a 3 le corresponde 2" y "a 5 le corresponde 6". 


Ra, si es una función; porque: "cada elemento de su dominio tiene una sola 
imagen"; tambien podriamos decir que de cada elemento de su dominio sale 
una sola flecha. 


* En la relación R2 si es una función; porque de cada elemento de su domi- 
nio, sale una sola flecha. 


* Enla relación R3 no es una función; porque del elemento 4 de su dominio, 
salen 2 flechas. 


* En la relación Ra si es una función; porque de cada elemento de su domi- 
nio, sale una sola flecha. 


1.1.3 FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE PARES ORDENADOS 


- Las relaciones R1, R2, R3 y Ra, pueden ser definidas de la manera siguiente: 


De la figura (1): | Ri =((1; 8), (3; 2), (5; 6)) 


De la figura (2): | R2=((1; 5), (2; 6), (3; 7)) 
De la figura (3): | R3=((2; 3), (4; 1), (4; 6); (8; 3)) 


De la figura (4): | Ra =((1; 4), (3; 1), (4; 6), (9; 8)) 


* De acuerdo a la definición de función: Ri, R2 y Ra son funciones; pues 
observamos que las primeras componentes de cada función son todas 


al Panuel Coves Maguiche 
diferentes. Sin embargo en la relación R_ observamos dos pares ordenados 
diferentes con primera componente igual: (4; 1) * (4; 6). 


| (4; 1) «+ (4; 6) ; esto es lo que distingue a una relación que no es función 
TAS 


1.1.4 FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE DIAGRAMAS CARTESIANOS 


Como bien sabemos, las relaciones en general también son expresadas me- 
diante diagramas cartesianos; ast: 


Ejemplo 1 : Seanlos conjuntos: A=(1;2;3;4) n B=(5; 6; 7) 
Encontrar: R= ((x; y) e A x B/ y - x= 3) y diagramar. 
Resolución: : 
- En primer lugar, hallamos el producto cartesiano: A x B. 

AxB= (1; 2; 3; 4) x (5; 6; 7) 

AxB = ((1; 5), (1; 6), (1; 7), (2; 5), (2; 6), (2; 7), (3; 5), (3; 6), (3; 7), (4; 5), . 

(4; 6), (4; 7)) e 
AAA] 
Luego la relación pedida: R=((x; y) e Ax B/ ly -x=3 1 es: 
'R=((2:5), (3,6), (4). 


- En segundo lugar , construimos el diagrama: 


«* La imagen de 2 es 5 
e La imagen de 3 es 6 
* La imagen de 4 es 7 


R si es función 


L] 

3 * Del diagrama: 

2 

g DIR) = (2; 3; 4) 
2 R(R) = (5; 6; 7) 
3 

E 

o 

O 


123_4 
A | E 
Dín) 


A 
Conjunto de partida 


Ejemplo 2 : Seantos conjuntos: A=(1;2;3) UÚ B=(1; 2; 4) 


Encontrar: R=((x; y) e Ax B/ x > y) y diagramar. 


Resolución: 

- En primer lugar, hallamos el producto cartesiano: 
AxB=(1;2;3)x (1; 2; 4) 
AxB=((1; 1), (1; 2), (1; 4), 21), (2; 2), (2; 4), (3,1), (3, 2), (3; 4)) 


Luego la relación pedida: R=((x y) e AxB/x>y):; es: 


- En segundo lugar, construimos el diagrama: 

* Del diagrama: 
Dir) = (2; 3) 
Rin) = (1; 2) 


* La imagen de 2 es 1 
+ La imagen de 3 es 1 
* La imagen de 3 es 2 


Como se observará 3 tiene 
doble imagen 1 y 2; lo que 
nos indica que RA no es fun- 


Dn) ción. 
po 


coo ap 


Ejemplo 3 : Seanlos conjuntos:  A=(1;2;3)] A B= (2; 4; 6) 


Conjunto de llegada 


Encontrar: R=((x; y) e Ax B/ x= y/2) y diagramar. 
Resolución: 
- En primer lugar, hallamos el producto cartesiano: Ax B 
AxB=(1;2;3) x (2; 4; 6) 
AxB = ((1; 2), (1; 4), (1: 6), (2; 2), (2; 4), (2; 6), (3; 2), (3; 4), (3; 6) 
ua — aa 


Luego la relación pedida: R=((x y) e AxB/ x = y/2); es: 


A= ((1: 2), (2 4), (3; 6)) 


a 


- En segundo lugar, construimos el diagrama: 


* Del diagrama: 


Dir) = (1; 2; 3) 
Rm) = (2; 4; 6) 
* La imagen de 1 es 2 


* La imagen de 2 es 4 
2 3 « La imagen de 3 es 6 


+ 
A 


Conjunto de partida 


Conjunto da llegada 


Recomendaciones: 


* Unarelación definida mediante un diagrama cartesiano es función si una recta 
trazada perpendicularmente al eje de coordenadas en el que está representado 
el dominio, contiene a lo más un punto de dicha representación. 


Hay 2 puntos en 
la misma linea 


2 3 


E 
Dominio 


Dominio 


(Si es Función) (No es Función) 


* Si se tiene el grafo o conjunto de pa- 
res ordenados una relación es función 


* Si no hay pares ordenados con 
primeras componentes iguales, enton- : 
ces dicha relación es función. 234 

Dominio 

(Si es Función) 

A =((1; 2), (2; 3), (3; 5), (4:7)) = (s£es una función) 


Sean los grafos: 


B= ((22; 1), (3; 2), (1; 3), (2; 4)) = (síes una función) 


C =((3; 1), (4; 2), (3; 4), (5: 6), (6; 8)) > ( repetirse la primera 


no es una función por ' 
componente 3 ) 


A A A A 


5% atematica Bl 2222222222222 
Una función puede ser definida por su diagrama sagital o 
cartesiano o por un conjunto de pares ordenados o grafo. 


TALLER DE > 
EJERCICIOS. Ne ( 


Ejercicio 1 | : Dado los conjuntos: 
A=(2;3;4) A B=(3;5; 6); cuáles 
de las siguientes relaciones no es una 
pain de A en B. 

R, =((2;3), (3: 5), (4: 6) 

RA =((2; 5) , (3; 3), (4; 6) 
A=((; 5), (2; 6), (3; 3) 


Ejercicio 3:: Sean los conjuntos: 
A=(1;4;5;7AB=(2;3;5;7); 
encontrar: 

R = ((x ; y) e A x B/x = y + 1) y 
diagramar: 


Resolución: 


Resolución: 


Ejercicio . 2: Dado los conjuntos: 


Ejercicio | 4: Sean los conjuntos: 


A=(2;3;4;5)AB=(3;8;15; 26); 
encontrar: 
R=(x;y e AxB/y=X - 1) y 
diagramar. 


A=(-1;,0;2;4) A B=(-2;0;6; 8); 
Hallar: a)f: A> Bi; tal que: y = 2x 
b) Dominio y rango de f. 
c) Diagrama sagital 
d) ¿Es aplicación? 


Resolución: 
Resolución: 


1.2 CLASES DE FUNCIONES | 


A A ri 


1.2.1 FUNCIÓN INYECTIVA O "UNO A UNO”.- Una función f : AB, es inyectiva 
cuando a elementos distintos del dominio se hacen corresponder imágenes 
distintas, es decir a ninguna imagen llegan dos flechas. 


* Una función f : A > B; se llama 


inyectiva (uno a uno) si para todo x, 


y x, que pertenecen al dominio de f; 
siendo: Xx, *%, implica que: 


1.2.2 FUNCIÓN SURYECTIVA; SOBREYECTIVA O FUNCIÓN SOBRE 


Una función f : A > B, es suryectiva ; cuando el rango de la función es igual 
al conjunto B. 


Una función f : A > Bj; se llama 
suryectiva, si para todo elemento 
y € B, existe un elemento x e A; tal 
que: , 


(Gyef ó y=fx 


1.2.3 FUNCIÓN BIYECTIVA: 


Sea la siguiente función: 


Se observa que: f : es inyectiva y 
como R(f) = B; también es suryectiva 


Luego: 


Una función f : A > B, se llama fun- 
ción biyectiva o es una biyección, si 
f es inyectiva y suryectiva. 


EL Matemática BAS 
Ejemplo 1 : Dado los conjuntos: A= (1; 2; 3; 4) A B=(a; b; c) y la tunción: 
f =((2; b), (3; a), (1; a), (4; c) 


a) ¿Es inyectiva? b) ¿Es suryectiva?. C) ¿Es biyectiva? 


Resolución: 


¿A>SB 
a d a a) f no es inyectiva por: (1; a) y (3; a) 
== E b) f es suryectiva pues: R(f) = B 
= Cc) f no es biyectiva pues para serlo, debe ser 


inyectiva y suryectiva a la vez. 


Ejemplo 2 : Dado los conjuntos: A =(1; 3; 5; 6; 7) A B=(2; 4; 6) y la función: 
f=((x y) e AxB/y=x+ 1) 

a) ¿Es inyectiva? b) ¿Es suryectiva? Cc) ¿Es biyectiva? 
Resolución: 


* Por tabulación: 


e Graficando, obtenemos: 


TOUR Fl SE, 
É a) La función f si es inyectiva (uno a uno) 
AE] b) La función f si es suryectiva pues R(f) = B, 
Lee | esto quiere decir que el rango de la función 
es igual al conjunto B. 
Cc) La tunción f si es biyectiva por (a) y (b). 


A AAA O E O a se ] 
Ejemplo 3 : Dadolos conjuntos: A=(1;2;3;4) A B=(2; 4; 6; 7) y la función: 
$ =[(x y) e AxBI y = 2x) 


a) ¿Es inyectiva? b) ¿Es suryectiva? Cc) ¿Es biyectiva? 


Pares Ordenados 
um (3,6) 


Resolución: 


+ Por tabulación: 


y =2(4)= 82 B 


e Graficando, obtenemos: 


A f:A>B _p 


Luego: 


a) La función f, es inyectiva (uno a uno) 
b) La función f, no es suryectiva, pues: R(f) + B 
c) La función f, no es biyectiva 


Nota: R(f) %B, significa que el rango de la función R(f) es diferente del conjunto B. 
osea: R(f) %B 


* Para que una función sea biyectiva, tiene que ser inyectiva y suryectiva a la vez. 


Ejemplo 4 : Dado los conjuntos: A = (1; 3; 5; 6) A B=([5; 9; 11; 15) y la fun- 
ción: f = [(x; y) e AxB/ y =2x + 3) 


a) ¿Es inyectiva? b) ¿Es suryectiva? c) ¿Es biyectiva? 


Resolución: 


* Por tabulación: 


EC Waremática BI 


e Graficando, obtenemos: 
A_f:A>B B 


Luego: 

¡A a) La tunción f, es inyectiva (uno a uno) 
b) La función f, no es suryectiva, pues: R(f) + B 
Cc) La función f, no es biyectiva 


1.3 INVERSA DE UNA FUNCIÓN: | 


Has verificado que la inversa de una relación es siempre otra relación. Veamos: 


Dada la relación: A: au...... leyó el libro ........ 


* Si se cambia el orden de los elementos es 
necesario cambiar la relación para que la pro- 
posición obtenida resulte verdadera, o sea: 


El libro “fue leído por" el alumno . 


Esta relación se llama inversa de R y se de- 


Conjunto de Conjunto de ; 1 
Alumnos ) Libros ) s1gna par R-. 
Luego: Si: Pucuaa leyó el libro ........ 
-1 . = 
Entonces: er e fué leido por ........ 


y Dé 


Conjunto de ) Conjunto de ) : Conjunto de ) Conjunto de 
Alumnos Libros : Alumnos Libros 


Relación: R : .... leyó el libro ..... Relación: R” : ..... fue leído por 


¿Será la inversa de una función otra función? 


Analicemos el diagrama. En los que has representado la relación: 


A 
R 


18.2 fué leído por ........ 

” No es función, porque de "a” salen dos 
flechas. Como recordarás del conjunto de 
partida (de donde salen las flechas), tan 
sólo debe salir una sola flecha para que 
dicha relación sea función. 


Nota: Como se ha podido observar no siem- 
pre la inversa de una función es otra función. 


Conjunto de ) Conjunto de ) 
Alumnos Libros 


1.3.1 COMPOSICIÓN DE FUNCIONES: 


En el curso anterior has estudiado distintas operaciones referidas a conjun- 
tos, a números ,etc. 


Así también podemos realizar operaciones con funciones. 


Especialmente vamos a estudiar la operación llamada composición de fun- 
ciones. 


Componer dos funciones f y g significa aplicar la segunda al resultado de la 
primera . 


Veamos por ejemplo: Si, f:x =>x.3 f 9 
Xx y 
Y; 9:x > x-1 
Aplicamos la función q al resultado de la función f. 
Cuando aplicamos f al valor x, anotamos f(x). 


Cuando aplicamos q al resultado de f, anotamos: go f. 
o es el signo de la operación de composición. 


gof selee: "yg cerito f" ó "g compuesta con f” 


Los siguientes diagramas te muestran primero las funciones f y g, y luego la 
composición de ambas funciones: go f. 


pS _— A 


Nota: La compues- 
ta de dos funciones 
es otra función. 


Confeccionemos las tablas de las funciones f, g y y o f definidas en Z 
(números enteros). 


f:x>x.3 $1 gar :x 0353 


| x y =x-3-1 


Estas tres funciones las 
representamos en un grá- 
fico cartesiano, veamos: 


Ejemplo 1 : Dada las funciones f y g expresa la función compuesta: go f. 


f:x> » A g:x>x+5 


Resolución: 


Si: f:x>-“- f 
> 


gif) = f(x) + 5 


g0f=9lfl=f0)+5=7+5 >  gof= 245 


Ejemplo 2 : Dadas las funciones: f: x Ne 
9: x>x-2 


Define: ajgof bfog 


Resolución: 
a) Calculamos: gof 
Si f:x> Xx f 
> 


Y; 9: x>x-2 


b) Calculamos: f og 


Si: g:x>x-2 


| g E , 
x > x-2 > (x-2) 


y; fix>ox 


fo9= flat = (900) =Mx-2 => 


TALLERDE. 
2 EJERCICIOS N? 2 


Ejercicio 3 : ¿Decir cuál(es) de los 
. ¿ . 
gráficos representa una función? 


Ejercicio 1 ] : Determina todas las 
funciones posibles entre A y B, siendo 
A el dominio. 


A 


Resolución: 


Ejercicio 4. : Indica cuáles de las 
siguientes relaciones son funciones: 


Ejercicio 2.  : De acuerdo con el 
diagrama la imagen de cada uno de 
los siguientes elementos es: 


E) 


Ejercicio 5 : Sean tf y g funciones rea- ¡ Ejercicio 7 : Sean ft y y funciones! 
les definidas por: reales definidas por: 
fl) =2x-3 y 9g(x)=4-5x; Hallar: ¡| f(x)=3x-2 y 9g(x) = 4 - 5x. Hallar: 
a) (fog(3) b) (gof (1) a) (to 9) (x) b) (9 of) (x) 
Resolución: Resolución: 
a) (109), =f(9(3) =1(4-5(3) | a) (f09)=(9=9(0)=1(4- 5%) ...() 
y A + === 
=f (-11) + Dela función: f (Xx) = 3x - 2 
Calculamos f (4 - 5x) = 3 (4 - 5x) - 2 
+. Dela función: f (x) = 2x - 3 
Calculamos f(-11) = 2(-11) - 3=-25 Z.  F(4-5x)=10- 15x 
Bb) (90%), = 94 61) =9 (201) 3) b)  (90f) (x) = g(f (x)) = g(3x - 2) ...(1) 
mi pia o A E A 
= Q(-5) + Dela función: g (x) = 4 - 5x 
Calculamos g (3x - 2) = 4 - 5 (3x - 2) 
+  Delafunción: q (x) = 4 - 5x 
Calculamos y (-5) = 4 - 5 (-5) = 29 “ 9(8x-2)=14- 15x 


Ejercicio 6 :Seanf y y funciones | Ejercicio 8 : Sean f y g funciones 
reales definidas por: reales definidas por: 


t0)=%-1 y 9(%)=2-3x.Hallar: ¡| f(x)=6-3x y 9 () =% + 1. Hallar: 
a) (to 9) (2) b) (9 o f) (-2) a) (to g) (x) b) (go 1) (x) 


Resolución: Resolución: 


Rpta. a)(tog)(2)=15| Apta. la)(tog9)(9=3(1-) 
b) (9 of) (x) = 9xí - 36x + 3 


1.4 NOTACIÓN FUNCIONAL | 


— 1 1 A 


Así como utilizamos el símbolo x (o alguna otra letra) para representar un 
número, sin especificar cuál necesitamos un símbolo para representar una 
función sin tener que especificar de qué función particular estamos hablando. 
Esta notación es: 


y = f(x) f; que se lee: "y es una función de x" o "y es igual a f de x" (esta 
última notación no significa f por x). 


Obviamente en lugar de x e y hubiéramos podido emplear cualesquiera dos 
variables, escritas en la forma. 


Variable Dependiente = f(Variable Independiente) 


1.4.1 VARIABLES DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES. 


En la ecuación: [y =2x+3| 


y recibe el nombre de variable dependiente porque su valor depende del 
valor que se le dé a x. Así si asignamos a x el valor 2; y = 2(2) + 3=7; 0 si 
x=3, entonces: y = 2(3) + 3 =9. A la variable x se le llama variable indepen- 
diente. 


, E * > yo - 3 
Si ordenamos la ecuación anterior en la forma siguiente, x = MEA 
2 


x sería la variable dependiente e y la variable independiente 


Si ambas variables de la ecuación: y = 2x +3 están en el mismo miem- 
bro de la ecuación (del mismo lado del signo de igualdad) como en: 
2x - y +3 =0. ;a ninguna de las dos variables, se les considera como 
variable dependiente o independiente. 


Las funciones normalmente se expresan en forma de ecuaciones. 


“ .z 2 eo 
Ejemplo: La ecuación: y = 3x” - 4x + 2, es una función. Podemos hallar 
uno y solo un valor de y que corresponda a cada valor que se asigne a x . 


Veamos: 

Cuando: | > y = 3(0) - 4(0) + 2 a 23 
Cuando: =>, y=3(1 -4(1)+2 > sil 
Cuando: | => y = 3(2Y - 4(2) +2 =>  [ly,6 
Cuando: x=- > y =3(-1Y - 41) +2 En E 


A A A ans 


' No todas las ecuaciones son funciones. Para que una ecuación sea función debe cum-; 


] 


Cuando: x=1 > y= + vi >  y=13l 


> Phanuel Coveñas HaquicheÓ 


ATA UT) 


> plirse que para cualquier valor que tome "x"; a "y" le debe corresponder un sólo A 


Ejemplo: La ecuación: y = + dx no es función, porque para cada valor de de x 
obtenemos dos valores para y. Veamos: 


Cuando: x=4 = y=+ Ye ES y=+2 


I Cuando: x=9 =  y= +/9> 


| En este caso decimos que la ecuación: y = + dx ; no es función. 


mn 
ES 


A 


É 


i 


É 
F 


| 


Con frecuencia la variable dependiente "y", en las funciones es sustituida 
por el símbolo F(x). En consecuencia la ecuación: y = 3x” - 4x + 2 puede ser 
simbolizada de esta manera: 


i) FO) = 3 — 4x + 2; se lee: Fde*x” ó F está en función de "x”. 


* Nos indica que "x" es la variable y que el polinomio F depende de "x" 


li) Ps y) = xé + by + cy” ; x; y : son las variables 


a, b,c: son las constantes 


1.4.2 VALOR NUMÉRICO O DETERMINADO DE UNA RELACIÓN O FUNCIÓN 


Es el número (valor numérico) o la expresión algebraica (cambio de varia- 
ble) que resulta de reemplazar una o más variables por valores numéricos o 
algebraicos. En la mayoria de los casos se trabaja con la función polinomio. 


Ejemplo 1': Sea: F()=2x +x-3 


Para: 
Para: 
para: 
para: 
Para: 


Para: 


F(0) = 2(0) + (0) - 3=-3 

F(1) =2(1" +(1)-3=0 

F(=1) = 2-1 + (1) -3=-2 
F(2) = 2(2Y + (2)-3=7 

F(a) = 2(a)” + (a) -3=24 +a-3 


F(b-2)=2(b-2) + (b-2)-3=2b*-7b+3 


HL Matemática Bl 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE VALOR NUMÉRICO 
O DETERMINADO DE UNA RELACIÓN O FUNCIÓN 


Ejercicio $: Siendo: P(x) =  — 3x ; Hallar el valor de: E = A) 


P(-2) 
Resolución: 
De la expresión: 
Calculamos: — P(3)= (3) - 3(3) = !P(8)=0] 


P(2) =(2)- 3(2) > P(l)=-2 
P(-2) = ES - 3-2) > P(2)=10 


- Reemplazamos los valores hallados, en la expresión incógnita "E": 


E- 0+6)_2 _ . pm Rpta. 
(10) 10 2 


Ejercicio f2: — Si: = +1 ¡Calcular el valor de: M=Z$)-F(W) 
jerci io H) fo) += alcular el valor de 12) 
Resolución: 
De la expresión: f (x) = ae Y 
2x- 1 
Calculamos: o LN 
2 (MH. 1,5 5 5 
fm -= 21-24 1m=-2 


- Reemplazamos los valores hallados, en la expresión incógnita "M" : 


Log 8 


Mi =¡2 -5 >. m=-=£] npta 
1 1 5 


rd Bis Tic 


P(D) P(-9) 
Ejercicio $9: Siendo: P(x) = Xx + 2x ; Hallar el valor de: R = AO E 
P(2 
Resolución: al 
De la expresión: PQ) = + 2x 
Calculamos: P(0) =(0)+2(0)  = P(0)=0 


Pn=0+21)  = P(1=3' 
PA) = (1 +21) > P(A1)=1 
P(2)=(2 +22)  = P(2)=8 
Luego; reemplazamos los valores hallados en la expresión incógnita "R": 


1 
3 En 0 + 
0 3 
a dd EP: A O A 
(8) 1 3% 


mm de 


Ejercicio Ó. Si f(x+2)= Xx + 5x — 2; Calcular el valor de: F(5) 


Resolución: 


f+2)=Íf5) 
Por comparación: 
x+2=-5 


| 


De la expresión: 


Calculamos: 


Luego: — f(-5) =(-7Y + 5(-7) - 2 
f(-5)=49-35-2 > : f(5)=12Í Rpta. 


ca at 


Ejercicio HÓ: Si Q (> Ml 2) = SA ; Calcular el valor de: Q(a + 1) 
1 


2 x- 
Q x-1)-0(0+9| 
2 
á 
2 Por comparación: 


x=lz(da+1 
2 


Resolución: 


De la expresión: 


Calculamos: 


EA O 
2 (2 + 2). xy (283), 
Luego: Q (a + 1) = 2 A 


mE si-£ ama ., 
(a + 3. — >> 
2 2 
Qla+ 1 - 2a+4 _2(2+ 4) _ 2- 2(a + 2) 
(201) 2a +1 2a + 1 
2 . 
Q(a+  = 2 + 2 Rpta. 
mos a >. Za + 1 


Ejercicio (Y: Si: Fx) = ES : Hallar el valor de: F(F(2)) 
XxX — 


Resolución: 
De la expresión: F(x) = ELA 
x- 1 
Calculamos: F(2) = == =5 = -.[F(2) =5 
-4 - 

Expresión incógnita: | F(F(2)) = F(5)=2 | caocucncnoss (1) 
De la expresión: Flo = 2x+1 

x-1 
Calculamos: F(5) = 2 (5) +1 "E > F(5) = mM 

5-1 ás 4 
Luego, reemplazamos el valor de: F(5) en (l): 

F (F(2)) = F(5) = 7 > .. F(F(2) = 5 Apta. 


Ejercicio $: St dl 
x 


Resolución: 
De la expresión: 


Calculamos: 


a MHamuetCo e ueñas Nagutes 14 


pur +1 
(5) 
3 3 (4 ; 
Luego: P(3) = - de $0 > -. P(3) = -6 'Rpta. 
1 E 2 —2 A | 
3 3 


Ejercicio Ó: Si: PO) = +x-1 


Simplificar: 


Resolución: 
De la expresión: |P(x) = + x-1 


Calculamos: Pa-1)=0-1%+(-1J-1% -2x4 14 x-2=x -x-1 


R=P(x — 1) + P(x + 1) - P(2x) + 


co [PO 1)=%=x-1 
Calculamos: P(x + 1) =(x+ 1) + (x+ 1)-1 =X +2x+l+x=X +3x+1 


ES P(x+ 1)=xó +3x+ 1 


P(2x) = (2) +2x- 1=4x + 2x1 


2 | P(2x)=4é + 2x1 


Luego, reemplazamos los valores hallados en la expresión "R", obteniendo 


Calculamos: 


R=(é-=x-1)+ 0 +3x+1)-(0é +2x- 1) + 


R=> +1 | Rpta. 


Ejercicio Ó: SPA) ¿+2 
x- 2 


Resolución: 
- En la expresión incógnita:  P[P(9]; hacemos que:| PQ) = a] ..- (1) 


; Hallar: P(P(0] 


, calculamos: P(a) 


Poy = 2X +1 
x-2 


. De la expresión: 
--. (11) 


Reemplazamos (Il) en (III); obteniendo: 


P rro] LEMA ero : Pa) = 241 
[P (9] - 2 x- 2 
(2,1 [“fun+tca] 
Luego: P [P(x)] = anz2d sa LEA 
(23)-2 [po 2] 
x-2 xD 
P [Pbo9] = LASTRA rt PIPO9]=x) Apta. 


2x+ 1- 2x+ 4 5 


Ejercicio $: Si: P(x+2) =6x + 1; P[F9] =12x- 17 
Hallar el valor de: F(10) 


P(x + 2) = P[F(] 


Por comparación: 
x + 2= Fx) 


Resolución: 


De la expresión: |P(x + 2) 
P[F00] 


Luego: P[Fvo] = 6(F(x) - 2) + 1 
P[Foa] = 6F(x) — 11 


Calculamos: 


1217 65) - 11 > F()=2x-1 


De esta última expresión: F(x) = 2x-— 1 


Calculamos: F(10) =2(10)-1=19> .. F(10)= 191 Rpta. 
» : 2 


Ejercicio ff): Si: PQ) = 3x + 2 ; Además: P[G(93] = 3X — x +2. Calcular: G(2) 


Resolución: 


De la expresión: P(x) = 3x + 2 


Calculamos: Peal bo EA (1 
Reemplazamos: | P[G(o] = 3 -x+2; len la expresión (1); obteniendo: 


2 
DÉ -x+R=3[G()] 42 > > = G(x) 


Manuel Coveñas Naguiehe P 


2 
Luego, de esta última expresión: G (x) = $3ax_ xXx 


2 
Calculamos: G (2) = a 2 < Y 


3 
Gí2)= 2 hpta. 
3 

Ejercicio 12 : Sabiendo que: P(x + h) = Xx +xh + H ; Calcular: P(x). 
Resolución: 
De condición: P(x + h) = x +xh+h"; hacemos: x+h=a => x=a-h 
Luego: P(a) = (a — hY + (a — h)h + h? 

P(a) = Amon RA 

P(a) = a? — ah + h* 
De esta última expresión; calculamos P(x). 


P(a) = a? — ah +hH 
yl 


P() =>ó -xh + h | Rpta. 
OTRA FORMA: 


P(x + h) =Xí + xh + h”; a la variable "x" le restamos "h", obteniendo: 
P(x—M+M) = (x — hy? + (« — h)h + hH 
PO) =X - 2xh + en AC 


Po=é=xh+H 1 Rpta. 


de TALLERDE >. - 
10 EJERCICIOS N(3) du 


Ejercicio 1.: En las siguientes | Ejercicio 3: Si: f(x) = x” - 1; Calcule | 
' ecuaciones. ¿Cuáles son las variables (0) — 1(3) 
dependientes y cuáles las indepen- PO 

dientes? 1(2) 


el valor de: E = 


a) y. = 3x4 5 b) x=y" + 3y 
c)x -2wW=z  d)y=8x-2y | 
e)x-2y=0 fx-y=6 


| Resolución: 


Rpta. E=-26/7. 


l Ejercicio 2 :Si:f()=x-2x; Halle: | Ejercicio 4 :F(2x+1)=x”-2x+3. 
Calcule el valor de: F(5) + F(3) 
d)1 (3) e) f (-2) 1 f(3) | Resolución: 


¡ Resolución: 


| 

| | 
A 
1 

| 


| Rpta. | 


la) 1-1) =-3 b)M(1)=="1 c)f(2)=-6. TAO 
A A o Epto- RIERA 


TS EA AA 


NIVEL I 


Ejercicio É : Dados los conjuntos: 
A=(1;3:5;7) AB=(0; 2; 4); cuáles 
de las siguientes relaciones no es una 
función de A en B. 


R =(152):(32):(5:2):(7; 2) 
Ro =((1,0):(3;2):(5:0):(3:4):(7;4)) 
Ri =((2;3); (4; 5); (0; 7)) 

,-(650:01:3:66:2) 
R;=(0:3):(2:3):(4: ) 
Ro=((0;1);(2;5):(4:7): (2; 3) 


Ejercicio Ó : : Los siguientes diagra- 
mas sagitales definen relaciones 
binarias. En cada caso escribe: 


a) El conjunto de partida 

b) El conjunto de llegada 

c) El dominio 

d) El rango 

¿Cuáles de las relaciones son funcio- 
nes? poa no? 


30% 
3% 


2 
PON 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 


FUNCIONES 


pd , 


Ejercicio : Dado los conjuntos: 
E=(2;3;4;5)AF=(3;6;7; 10) con 
la relación: 


R=((x; y) e ExF /'y" divide a "x") 


Los pares ordenados que satisfacen la 
relación R son: 


Ejercicio P : Sea R la relación entre: 
A=(1;,2;,3;4) AB=(1;3; 5); definida 
por el enunciado: 

*x es menor que y”. Encontrar el con- 
junto solución de R, esto es, escribir R 
como un conjunto de pares ordenados. 


Ejercicio y : Sean los conjuntos: 
A=(3;4;6) AB=(9; 12; 15), encon- 
trar: 

R =((x; y) e A x B/x = y/3) y diagramar. 


Ejercicio : Sean los conjuntos: 
A=(1;3;5;7)AB=(2;4;6;8; 10), 


encontrar. 


R = [(x; y) € A x B/x + y > 15) y 
diagramar. 


Ejercicio Ó: Los siguientes diagramas 
cartesianos definen relaciones. En cada 
caso escribir: 


a) El conjunto de partida 
b) El conjunto de llegada 
c) El dominio 

d) El rango 


¿Cuáles de las relaciones son funcio- 
nes? ¿Cuáles no? 


Ejercicio): Decir cuál(es) de los grá- 
ficos representa una función inyectiva. 


A F B A F B 
=> o 
7] 7] 
(1 (11) 
A F B 
—> 
|<] 
(un) 
Ejercicio*:4: Decir cuál(es) de los grá- 
ficos representa una función suryectiva. 
¡3 P 
A ——> 
127 4 
mal REÍ 


0) (1) 


(mM 


Ejercicio(Í): Decir cuáles son funcio- 
nes biyectivas. 


A 


le 


eS 


(1) (11) 
A FB A FB 


yA 
A 
(um) 


Ejercicio : Entre los conjuntos: 
A=(a;b;c;d;ej) AB=(r;s;t), se han 
definido las siguientes funciones: 


a) F, =((a, 1); (b;s); (c; s);(d:1);(e;1)) 
b)F, = ((a; s); (c;t);(d; 1) 
¿En“alguna de ellas, la inversa es fun- 
ción? 


Ejercicio Ú : Dadas las funciones: 


fix>x+3 ; g:Xx > 2x 
Define: a)got b)fog 

A E 
Ejercicio : Expresa en cada caso 
la función Compuesta: g O f. 


6 
a) f:x>x+3 
g:x =>x-1/2 


bt:x>x+2 
g:x >x 

Ejercicio (Í) : Si: F («+ 1) =3x-1 

F43) - F (2) 

F (4) 


Hallar: E = 


Ejercicio Ó : Exprese las siguientes 
proposiciones en notación funcional. 


a) Elárea A de un cuadrado en fun- 
ción de uno de sus lados x. 

b) Elárea A de un círculo en función 
de su radio r. 

c) El volumen v de una caja 
rectángular en función de su longi- 
tud L, su anchura w y su altura H. 


Ejercicio Ó:si: Q (4) = 4x + 3 
Hallar: M =Q (6) + Q (4) 


Ejercicio Ó ¿Si RQÉ-3)=2x+1 
Hallar: R (13) 


Ejercicio : ¿Cuáles de las siguien- 
tes relaciones dadas por pares ordena- 
dos, son funciones? 


R,=((a:x);(b;;(c; y) 
R.=((a:);(a; y); (b;x)) 
R,= (a); (b;y):(c:z)) 


B) Sólo 1 
E)! y II 


A) Sólo | 
D)! y! 


C) Sólo Il 


Ejercicio () : Sean: A=(1;2;3) A 
B=(5; 6; 7) de las siguientes relacio- 
nes ¿Cuáles son de A en B? 


Clave de Respuestas ' 
1 RyR 


ele 
2. RR yR son funciones R, 


nd es función 
3. R=((2;6);(2;10);(3;3); 
(3; 6); (5; 10) 
4. R=((1;3);(155);(2;3); 
(2:5):(8;5);(4:5) | 
5. R=((3;9;(4; 12) 
6. R=((5,:10); (7 ;8); (7; 10)) 
t y lll son funciones 
Il y IV no son funciones 
12. a)go f=2 (x+3) 
b)ftog=2x+3 
13. ajgot=x+5/2 
b)gof=(x+2) 
14. E=3/8 
15. aJA=1()=X 
b) A=4(1) = nf 
c)V=f(L,W,H)=L.W .H 
16. M=86 
17. R(13)=9 


PP E eS 


S 


A A 


LL (1:5,:7),(1;7) 
ML ((5;1),(6; 1) 
ll. ((3,3),(3;6),(3; 7) 


A) Sólo | 
D) Sólo | y 1 


B) Sólo ll 
E) Sólo | y 11 


C) Sólo Il 


Ejercicio $: Sean: A=(2;4;6) A 
B=(1;3;5;7) la relación R: A>B se 
define por: 


R = ((x; y/ y = x - 1); entonces. A = ? 


A) ((3; 2), (5; 4), (7; 6) 
B) ((2;1),(4;5),(6;7)) 
O ((2; 1), (4;3), (6; 5) 
D) ((2; 3), (4;5), (6; 7)) 
8 ((1;2), (3; 4), (5; 6) 


Ejercicio 
definida por R = ((x ; y)/x > 2y) son pa- 
res de esta relación: 


1. (5:33)  34.(5;1)  M.(5;2) 
A) Sólo!  B)Sélo! y Il C)Sólo! y lll 
D) Sólo ll y I1I E) 1, ly! 


Ejercicio ?: Sean: A=([6;7;8) A 
B=(3;6; 9) sea f una relación de A en 
B definida en los diagramas dados. De- 
termine en que casos f es función. 


Al, B 
(11) 
A f B A f B 
A a 
A A] 
(111) 
A)Sólo!  B)Sólo!yll C)ll yl 


D)!, ll y Ill. E) Los cuatro 

Ejercicio :Sean: f(x)= 2x-1 A 
g(x) = x + 2 dos funciones reales. Halle: 
(fo g) (2) 

A)5 B)6 C)7 DJ8 EJ9 
Ejercicio $: ¿Cuáles de los siguien- 
tes gráficos cartesianos corresponden 
a funciones? 


: Sea RA la relación enZx Z 


A) Sólo | 
D) 1 y lll 


B) Sólo 11 
E) li y IV 


C) Sólo 111 


Ejercicto(): Dado los conjuntos: 
A=ixe Z/5<x<2)AB=(-6<x<0) y 
las relaciones: 


R =((x; y) e AxBly=x>2) 
A, = (1; y) e AxBly=-X) 


R_=((x; y) e AxBly= %!!) 
5 2 
R, =1(x; y) e A x B/y = 1 + 2x) 


De estas relaciones. ¿Cuáles son fun- 
ciones? 


A) Sólo | 
D) Il y 11 


B) Sólo Il 
E) Los cuatro 


O)! y ll 


Ejercicio Ó: Sean: f(x) = — 


EPA dos funciones reales. 


90) = 2 
Determine: (f o g) (3). 
A)5 


B)6  C)1/5 D)1/8 E)10 


Ejercicio $6 : Sean: f(x) = 2 -x+3A 


EI. 


termine: (f o g) (-5) 


Mane Coveñas Naguiche 
a(x) = X - 1 dos funciones reales. De- A) x -9x+19  B) Xx + 19x - 9 
COC) -19x+9 D)x +9x-19 
E) NA. 


A) 1313 B)3111 C)1311 
D) 1 131 E)NA. 
Ejercicio : Sean f(x) = 2x; g (x) = XX 


A h() = x + 2 tres funciones reales. 
Determine: (fo go h) (3) 


A)60 B)50 C)25 D)30 E)40 


Ejercicio Ú : Si: P(o) = Xi -2x + 1, 
Calcular el valor de: 


, pa) > poo 


pg)" 
A)1/2 B)1/4 C)4 D)1/8 E) N.A. 


R 


Ejercicio Ó: Sean f(x) = 2x; g(x) = 
A h(x) = x + 2 tres funciones reales. 
Determine una fórmula para: 


(ho g of) 
A) 404 1 B) 40 +2 C)4x +4 
D)2x +4  E)4x -2 


Ejercicio $: Siendo:P(x) = + 2x- 4; 
Calcular: M = P(x +2) - P(x - 2) 


A) 4 (2x+1) B)8(x-1) C)8(x+ 1) 

D) 4 (2x - 1) E) 2 (4x+ 1) 

Ejercicio (/) : Si: Q (3) - Aitión 
a 1 

(ió) 
El 

Calcular: Q(6) 

A) 5/18 B) 7/18 C) 7/9 

D) 6/19 E) NA. 

Ejercicio : Siendo: 


P(x+ 1) =X' - 3x + 1. Hallar: P(x - 2) 


Ejercicio QH: si Pp (22) =D eo 
; 4 


Hallar: p [25] 
2 


A) 2x +15 B) 4x+ 17 —C)2x+ 17 
D) 4x - 17 E) N.A. 
Ejercicio : Se sabe que: 


F(3x - 1) = 9x - 7. Hallar: F(x + 2) 


A) 6x - 2 
D) 2x + 3 


B) 3x - 2 
E) 2x - 3 


C) 3x + 2 


Ejercicio Ó : Sabiendo que: 
Fl) = a. Hallar: F [E [F(3)]] 


A)23  B)25 
Ejercicio É) : Si: 


EE Ends] . Hallar: F (F(<) 
Xx —_ 


C)18 D)21 E)16 


PEER py DEM 
x- 1 2x 
q ==? p) +1 
4x x +1 
E AA 
Ax 


Clave de Respuestas 


1.E 2.Ej| 3.C] 4.D| 5.D 
6.C 7.D| 8.E| 9.C/10.D 
11.B] 12.B|13.B|14.C |15.B 


16.A | 17.B118.C119.D [20. D 


1.5. SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES | 


- | 
Es un plano que se forma al cortarse perpendicularmente dos rectas, una de 
las rectas se designa como eje "x" y la otra como "y", veamos la figura: 


Ejes coordenados 


Sox : Es el eje de las abscisas o eje de las "x" 
Yy : Es el eje de las ordenadas o eje de las ty 
o: Es el origen de coordenadas 


Semi ejes | 
ox : Es el semi eje (+) de las abscisas 
h oX : Es el semi eje (-) de las abscisas 


É 


oy : Es el semi eje (+) de las ordenadas ; 
| oy : Es el semi eje (-) de las ordenadas | 


 Cuadrantes 
El primer cuadrante es xoy : (9) 
' El segundo cuadrante es yox' : (0,) 


El tercer cuadrante es x'oy' : (Q,) 
El cuarto cuadrante es xoy' : (9) 


1.5.1 POSICIÓN DE UN PUNTO O COORDENADAS DE UN PUNTO 


Se llama así, a la localización de un punto en el plano cartesiano, asi: 


ABSCISA DE UN PUNTO: Es la distancia de un 
punto al eje de las ordenadas de la figura. 


MP=0ON '»  Abscisa 


ORDENADA DE UN PUNTO: Es la distancia de 
un punto al eje de las abscisas de la figura. 


OM=NP 'm»> Ordenada 


Analíticamente un punto se representa así: P(a; b); donde "a" es la abscisa y 
"b" la ordenada del punto. 


A 


Observación: Al punto Pía: b), también se llama "Par ordenado” de números. Es un 
par en el cual el orden es importante. Así el par ordenado (-2; $) no es igual que el 
par ordenado (5; -2). Además a, b pertenecen al campo de los números reales. 


ds 


Manel Concñas Naguiche 
i Cuando decimos número real, estamos afirmando que puede pertenecer [ 


a (números natuales), o a Z (números enteros) o a(? (números raciona- | 
les), o al (números irracionales) 


1.5.2 DETERMINACIÓN DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS 
Localice los puntos: A(3; 4), B(-2; 5), C(-1; -3), D (4; -2), E(0; 2) 


- En primer lugar, se trazan dos rectas dirigidas, perpendiculares entre si. 
- En segundo lugar, marcamos sobre ellas; unidades de tamaño adecuado (vea 
la figura). 


- El punto "A", tiene abscisa 3 positiva y or- 
denada 4 positiva 

- El punto "B”, tiene abscisa 2 negativa y or- 
denada 5 positiva 

- El punto "C"; tiene abscisa 1 negativa y or- 
denada negativa 3. 

- El punto "D"; tiene abscisa 4 positiva y or- 
denada negativa 2. 

- El punto "E" tiene abscisa cero y ordenada 
2 positiva. 


1.6 FUNCIÓN LINEAL O DE PRIMER GRADO : 


ba 


am A AA 


Una función es lineal o de primer grado, si su regla de correspondencia es: 
y = ax + b; donde: a y b son constantes, con a + 0 


Ejemplo 1 : Graficar y hallar el dominio y rango de la función f en Z definida 
por: y = f(x) = x +3 


Resolución: y=f)=x+3 |! Pares Ordenados 


Para graficar cualquier 
función y en particular las 
de primer grado, hace- 
mos la tabulación toman- 
do algunos valores para 
"x'" y hallando los respec- 
tivos valores para y, como 
sigue: 


Los puntos suspensivos que se 
muestran en la tabla indican que 
hay infinito pares ordenados; en 
la figura sólo se han indicado los 
puntos dados en la tabla, siendo 
estos también infinito, puesto que 
son puntos correspondientes a los 
pares ordenados. 


* En este caso: | 


D(f) = [..... 2, -1, 0, 1,2, 3, ....) 
AAA 


otambién: D(f)=Z 
Rf) =Z 


Recuerda que: 


El conjunto de los números enteros es : 


Do A 0, 1.2. Al y 


Ejemplo 2: > y hañaj el dominio y rango de la función P definida en 
N por y = PQ) = 


Resolución: IN 
Lx | y=P09=3:-4 
y = 3(2)-4=2 


y = 3(4) -4=8 


l+Eneste.caso: D(P) = (2, 3, 4,........ ) ] 
R(P) = (2, 5, B......... ) 


Recuerda que: 


El conjunto de los números naturales es: 


IN =(0,1.2,3,4, 5, ccccccannnn. ) 


Ejemplo 3 : Graficar y hallar el dominio y rango de la función h definida en R por: 
y = h(x) = 2x + 1 


Resolución: 


Para graficar una función de primer grado en R basta conocer dos puntos por 
donde, a través de los cuales se hace pasar una recta. 


- Ubicamos los dos puntos 


y = h(x) = 2x + 1 Pares Ordenados 


- Utilizando una regla, trazamos la recta 
que pasa por los puntos (1; 3) y (-3; -5) 


* En este caso: D(h) =R 
a R(h) =R 


Y A 
Para graficar una función real, es 
importante conocer en que puntos 
y = h(x) = 2x + 1 la gráfica de la función corta al eje 

x y al eje y. A dichos puntos se les 
denomina interceptos. 


Ejemplo. 4 : Graficar y hallar el dominio y rango de la función f definida enIR por: 
y=f00)=-lx+3 
2 


Resolución: 


- Hallo el intercepto con y; haciendo que 
en la función, X tome el valor de cero. 


Si x=0=> y=-(0)+3 


.|x=0;y=3 = (0;3) 


- Hallo el intercepto con x; haciendo que en la función; y tome el valor de cero. 


Si y=0= noc sa 3 Est q 2 x=6 
2 2 2 


¡x=6 ;y=0 = (6;0) 


EL Watemática Bl" 22 —_ 
* Enestecaso: D(f)=R y R(f)=R | 


TALLER DE 
EJERCICIOS N*(4) 


. Graficar y hallar el dominio y el rango de la función f definida por: 
y = f(x) = x + 5 en el conjunto: 


a) in o) R 


. Graficar y hallar el dominio y el rango de la función g definida por: 
y = g(x) = 4x — 3 en el conjunto: 


a) IN b) Z c) R 


. Graficar y hallar el dominio y el rango de la función h definida por: 
y = h(x) = 3x — 1en el conjunto: 


a) IN b)Z c) R 
. Graficar y hallar el dominio y rango de la función K definida por. 


y = ko) = > + 1 en el conjunto: 


a) N b)Z 


* En cada función lineal siguiente (real): 


a) Halla los interceptos 
b) Con una regla traza la recta correspondiente 


da 
5 


11. 90) =-5x+ 10 12. mo)=-2x+1 13. t09=-1x+5 
5 


a) | D(f) = (0, 1, 2, 3, D(f) = Z 
Df) = (5, 6, 7, R(f) =Z 


ln 204 ) 
R(g) =(1, 5, 9, .......) 
c) |D(g) = R 

R(g) = R 


. a) |D(h)=(1,2,3, 
R(h) = (2, 5, 8, 7, 4, -1,2, 5, 


e) [D(h) =R 
R(h) =R 


a) | D(k) = (O, 2, 4, 6, b) | D(k) = [...... 4, -2, O, 2, 4 
R(k) = (1, 2, 3, 4, R(k) = Z 


c) |D(k) = R 
R(k) = R 


- Los interceptos de cada función lineal son los puntos: 


8. (0,-3)y (112,0) 10. (0;4)y (4,0) 


1.7 FUNCIONES ESPECIALES ] 


Las funciones que a continuación se presentan; son de uso frecuente, por 
ello es necesario recordar sus características. Entre estas funciones especia- 
les se consideran las siguientes: 


1.7.1 FUNCIÓN CONSTANTE 


- Si en la función: y = ax+b;a=0; entonces la función resultante es: 
[y =b], a esta función se le denomina función constante. 


7. (0; 6) y (3; 0) 


AAA 


EC Watemática Bl 


Son funciones constantes: y =3; y =-5;y= = 3 KO) = 4; ho) =-3; etc. 
3 


La función constante y = b nos dice que todos sus pares ordenados tienen 
como segunda componente al número b. 


Ejemplo : La gráfica de: y =4 ó k(x) = 4, es. 


* k(x) en N * k(x)enZ 


*D(k)= IN ; R(k)= (4) *D(k)=Z ; R(k) = (4) 


- Importante: 


a) El dominio de una función 
constante es: R (conjunto de 
los números reales) 

b) El rango de una función cons- 

tantees: (b) 

c) Su gráfica es una recta hori- 

zontal 


* ko) enR 


«D(k)=R ; R(k) = (4) 


1.7.2 FUNCIÓN IDENTIDAD 


Si en la función: y =ax+b;a=1yb=0; entonces la función resultante es 
[y=x] A esta función se le denomina función identidad. 


La función identidad, y = x, nos dice que todos sus pares ordenados gozan 


de la característica siguiente: 


"Su segunda componente, es igual a su primera componente" 


¡RA =N 


Importante: 


a) El dominio de una función 
identidad es: R (conjunto 
de los números reales) 

b) El rango de una función : 
identidad es: R (conjunto ; 
de los números reales) 

c) Su gráfico es la bisectriz 
del primer y tercer cua- 
drante 


a In 


EL Paimatica El 


1.7.3 FUNCIÓN LINEAL 


Si en la función: y = ax +b;b=0;"a" es una constante diferente de cero 
entonces la función resultante es: y = ax, a esta función se le denomina fun- 
ción lineal. 


- La gráfica de: y =ax Ó f(x) = ax; es: 


ll Pares Ordenados 


R e =Aax 


OIT ENCON 
A 


Importante: 
. a) El dominio de la función lineal es: R (conjunto de los números reales) 


: b) El rango de la función lineal es: R(conjunto de los números reales) 
c) Su gráfico es una recta oblicua que pasa por el origen. 


1.7.4 FUNCIÓN AFÍN 


Es la función de la forma: y =ax+b ó f(x) =ax+b;donde:axo y bxo 


- La gráfica de: y = 3x + 1;es: R 
y =F09 =3x+1 


y =32)+1=-=35 
y = 31) + 1=-2 
y = 3(0) + 1=1 


1 || y=3(1)+1=4 


58. Manuel Coveñas Naquiche? 


* Importante: 
a) El dominio de la función Afín es: R(conjunto de los números reales) 
b) El rango de la función Afín esR (conjunto de los números reales) 


Cc) Su gráfico es una recta oblicua que no pasa por el origen cuya ordenada en el 


origen es b. 


* 


Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: y=-3x+2 ; xe [-2; 1] 
Resolución: 


- De acuerdo al intervalo: [-2; 1], nos indica que la variable independiente x 
sólo puede tomar valores reales mayores o igual que -2 pero menores o igual 
que 1. Es decir: -2<x< 1 


- Sia x le damos sus valores extremos —-2 y 1, obtenemos los puntos extremos 
del segmento (gráfica de la función); veamos: 


Cuando: X=-2 => y=-3(-2)+2=8 >= (2,8) 


Puntos extremos ) 
Cuando: xX=1 => y=-3(1)+2=-1 = (1;-1) 


del segmento 


- Los puntos hallados los ubicamos en el sistema de coordenadas. 


Luego: Dominio = [-2; 1] 
rango = [-1; 8] 


* 22; 1] y 1; 8], son intervalos 
cerrados 


Los puntos [-2; 1] y [-1; 8] apa- 
recen en la gráfica con bolitas 
llenas (negritas) 


* 


Graficar, hallar el dominio y el rango de 
la función: 


y = lx-4 ; xe (3; 6] 
3 


Resolución: 


- De acuerdo al intervalo: (-3; 6], nos indica que la variable independiente x 
sólo puede tomar valores reales mayores que —3 pero menores o igual que 
6. Es decir; -3 < x < 6. 


- Como sabemos que; x es mayor que —3; para hallar la otra componente de 
uno de los pares ordenados; hacemos que: Xx=-3 


Donde: y= z (¿eds 


Siendo dicho par ordenado: (-3; -5); este punto aparecerá en la gráfica 
con una bolita vacía por ser: x >-3 


Luego, hallamos el otro par ordenado. 


Cuando: x= 6;y= AS) - 4 =-2; (6; -2), este punto aparecerá en la 


gráfica con una bolita llena (negrita) 


- Los puntos: (-3; -5) y (6; -2) ; los ubicamos en el sistema de coordenadas 


y 


Luego: Dominio = (-3; 6] 
Rango = (-5; -2] 
X : * (23;6] y (55; -2], son interva- ' 
los abiertos por ta izquierda 
y cerrada por la derecha. 


El punto (-3; 5) aparece en 
la gráfica con una bolita va- 
cía y el punto (6; —2) aparece 
con una bolita llena (negrita) 


* 


Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: y=3,4 ; x € (=>;5,2) 


Resolución: 


- De acuerdo al intervalo: (—<; 5,2 ); x sólo puede tomar los valores reales me- 
nores que 5,2. 


Cuando: x=5,2.> y=31W4 => (5,2;3,14) > (abierto) 
Cuando: xX=3 > y=34 => [3;34 => (cerrado) 
Cuando: x=-2 => y=34 => [F2;314] => (cerrado) 


Luego: Dominio = (==>; 5,2) 
Rango = (3, 4) 
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* 


Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: y = -2x- 1;xe€ [-3,6 ; o) 


Resolución: 


De acuerdo al intervalo: [-3,6 ; «=) ; x sólo puede tomar los valores reales 
mayores o igual que -3,6. 


Cuando: x =-3,6 
y = 2(43,6) - 1 = 6,2 
>  [F3,6;6,2] (cerrado) 


Cuando: x= 1 
y = -2(1) -1=-3 
>  [1;-3] (cerrado) 


Cuando: X=4 
y = -2(4) - 1 =-9 
=>  [4;-9] (cerrado) 


Luego: — | Dominio =[-3,6; eo) 
Rango = (>; 6,2] 


1.7.5 FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO 


La función valor absoluto es una función real, definida por f(x) = | x 16 
y =1x!, esta función puede expresarse de la siguiente manera: 


x;Si: x>0 ; está notación se interpreta como la unión 
y= de dos funciones, veamos: 


-x; Sit: x<0 


y=x;Si: x>0Uu y=-x;Si: x<0 [ 


* 
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Tabulando: 


(cerrado) 


(abierto) 


(cerrado) 
(cerrado) Luego: Dominio = R 
Rango = [0 ; +00) 


Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: y=1|x-21+1 
Resolución: 


De la definición de valor absoluto: : lal= Ae aro 
E -a;si: a<0 


(x-2); si: (x-2)20=> x>2 
Obtenemos: Ix-21|= 
Ax —2); si (x-2)<0 > x<2 
(x-2)+1;st x>2 
Luego: —y=!1x-21+1= h 
Ax—2)+1;si x<2 


ó y=lx-2|1+1= ! 
—x+3s5 x<2 


La última notación se puede interpretar como la unión de dos funciones 
veamos: 


x-1;si x>2 


y=x-1 ;Si x>22U y=-x+3;8Si: x<2 


* 


Resolución: 


Este tipo de 
ejercicio se 
puede resol- 
ver, haciendo 
uso de la 
tabulación 
veamos: 


L 0: 
(abierto) yan 


. LL conjunto de los 
(cerrado) | Dominio = R (números reales 


Rango = [1 ; >) 


(cerrado) 


(cerrado) 


Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: y =-—| x +41 


- 
[6 | y=4-6+41=A-11=-1 | ES1) | 
EIA ACT 
y=4-3+41=111=-1 | (31 | 
[y=4-2+41=421=-2 MEE 
paa 7 
[0 [y=40+41=-141=-4 [| (054) | 
EN PERCECIPSCIACION ENTE 
ESCENA 


Luego: 


A Dominio = R 
Rango = (== ; 0] 


1.8.6 FUNCIÓN RAÍZ CUADRADA 


Es la función definida por: f(x) = dx Óó y= dx si x>0 


1234567 8 


Luego: | Dominio = [0 ; +oo) 


Rango = [0 ; +00) 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


O 


Ejercicio 2: Grafica el par de rectas 
en un solo sistema de coordenadas. 


Ejercicio 1. : Grafica la función: 


y = 3x - 1. Halla su dominio y su rango. y =2x +3 y=x>2 


Resolución: Resolución: 


Hancuel Coveñas eli (P 


Ejercicio 3 ' : Grafica la función: Ejercicio 4: Grafica la función: 


y = |x + 6l ; Halla su dominio y su ran- ss 
go. AS 2dx . Halla su dominio y su 


rango. 
Resolución: 
Resolución: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES ESPECIALES 


Ó Il. Grafica las siguientes funciones 


Il. Halla el dominio y el rango de cada una de dichas funciones 


a) y=6 
d) y =-7 


9) h(x) = 8 


(2 Il. Grafica las siguientes funciones 


Il. Halla el dominio y el rango de cada una de dichas funciones 


b) y = =x 


€) f(x) = -4x f) g(x) = 5x 


3 
9) h(x) = -3x h) q6) = mo 
Ó Grafica cada función siguiente, halla su dominio y su rango 
a) y = 2x +3 b) y =-x +4 


c) f(x) = 3x + 1 d) g(x) = 4x+5 
e)y=x-2;xe [-2; 2] f y =2x+1;xe (0; 3] 
9) y =-x+3;xe (-3; 2] hy=x;xe (6; 4) 


. ] 3 

ly= 2x-4;x€ (>;3 = Íx;x€ (o;5 

) y 7 x€ ( ] y a x€ ( ) 
K) $0) =-3x +2; x € (22; 00) 1900 = Óx= 1:xe Et: =) 
m) y =3,6;x€ (4; 5,2) 


ÍÓ Grafica cada par de rectas en un solo sistema de coordenadas: 


(5 Grafica cada función siguiente; hallar su dominio y su rango 


a)y=!x+11 b)y=!1x-31 c)y=1x+41 


d)y=!|x-51 e)y="1x+21 fy=-"13-xl 


Q)y=!|x+31+2 hy=1x-21+5 i)y=13x-11+2 


iy=3-Ix-21 k)y=4+!x-11 Dy=|x+41-1 


m)y=11x-41 ny=12Ax+11-2 llo)y=x+11-4 
2 3 


py=5-1x+21 


Ó Grafica cada función siguiente, hallar su dominio y su rango. 


b) y =V3x c) y = Vax 
e) £() =-x 1) 9) = E 


h) q0) = 2 Wx 


Clave de Respuestas 


1. TPB a) JD=R 
R(y) = (6) R(y) = 4) : 
Df) =R D(h) =R 
Ñ pies Ds | | 
2. yióh IN ¡Eee A, 2,8, coo) E 
R(y)=10, 2, 4, 6, .........) R(y)= IN 
D(y) =Z D(y) =Z E 
pl a : 4, -2, 0,2, 4, ......) 9 hp | 
D(y) = D(y)=R 
R(y) =R R(y) = R 
D(y)= a 2,4, 6, c.ccacon.) D(y)= IN 
R(y) = R(y) = (0, 3, 6, 9, ..........-) 
D(y) = E 4, -2,0,2,4,....) ey ) | D(Y)=Z y 
R(y) =Z R(y) =4... 6, -3, 0, 3, 6, ....)i 
D(y) = D(y) =R 
R(y) =R 


R(y)=R 


4 
DialOads Ls ) Es = N . 
R(f) = [0, 4, 8, ...........) R(g) = (0, 5, 10, ma....... ) a 
e) ¿DW =Z 1) D(g) =Z ' 
Rf) = [... -8, 4, 0, 4, 8, .....) Río) = (... 10, -5, 0, 5, 10, ... 
| DIS) =R qa ] 
R(f) =R R(9) =R | 
D(h) = (0, =1, =2, .........) D(q) = (0, 4, 8, .........) i 
AN l0az6, .......-- ) EN Gus É 
D(h) = IN el D(q) = [... 8, 4, O, 4, 8, ...) | 
R(h) =(.... 3, O, 3, .....) R(q) = [... -6, -3, O, 3, 6, ...) 
D(h) =R D(q) =R 
R(h) =R R(q) =R 
5. (a), (b), (c) y (d); tiene por dominio: R y por rango: [0; ++oo ) 
E D(y) =R 1 D(y) =R : ól D(y) =R 
R(y) = (=>; 0] R(y) = (=>; 0] R(y) = 12; eo) 
h) D(y) =R » D(y) =R . JD(y)=R 
R(y) = [5; «=) R(y) =13; «=) Dew ==; 3] 
pus =R E =R ds =R 
R(y) = [4; <>) R(y) = 41; >) lay) =10;0) E 
y Ps =R , [DW =R D(y)=R | 
rw=:4.  Ar==-4  Plrm=e:5 1 
AR A A 


1.7.7 FUNCIÓN CUADRÁTICA 


Una función cuadrática o de segundo grado, es una función real definida por: 

2 E : 
f( = ax” + bx + c; donde a, b y c son números reales con a +0. Son funcio- 
nes cuadraticas; por ejemplo, las siguientes: 


y=2% +x+3; 
f0)=2%-1; 


Toda función cuadrática: y = ax +bx+ Cc; puede ser escrita de la forma: 
(y - k) = E(x — hY, con tan sólo "completar cuadrados". 


Ejemplo t:: 


La función: y = 2% + 4x-1 puede ser escrita de la forma: 


(y — k) = E(x — hy con tan sólo "completar cuadrados" para eso se siguen los 
siguientes pasos. 


ll: 


3% 2 ña 
Procuramos que el coeficiente de x” sea 1 (uno positivo) 


En nuestro ejemplo: 
y = 2% + 4x1 


factorizamos sacando factor común 2 
en los dos primeros términos que con- 
tienen a “x" así: 


Al coeficiente de "x" le sacamos su 
mitad y al resultado lo elevamos al 
cuadrado de la expresión (1); obtene- 
mos: 


* El cuadrado de 1 = 1 =1 


Luego, sumamos y restamos el cua- 
drado hallado a los términos que con- 
tienen "x". Veamos: 


y =2(é + 2x+[1]-1)-H] 
4 

y = 2l(x + 1)-1]-1 

y = 2(x + 1-3 


transponiendo términos, obtenemos: 


Toda expresión de la forma: 
(y — k) =E(x— hy? 


Da origen a una parábola con 
las siguientes características: 


Vértice V(h; k) 


Si: E>0, a parábola se abre 
hacia arriba 


E>0 
t 
N— Vértice V(h; k) 


Si: E<O, la parábola se abre 
hacia abajo 


— Véntice V(h; k) 


A medida que la parábola 
"avanza" hacia arriba o hacia 
abajo, va abriendose. 


(y + Y = 2(x + e: esta expresión a tomado la forma: 


(y — k) = E(x- hy 


* Como: E>0; la parábola se abre hacia amba 


- Ahora tabulamos para saber por donde pasa la parábola veamos: 


Vértice V(-1 4 


Ejemplo 2 : Graficar, hallar su dominio y el rango de la función: 
y =3X — 12x +20 
Resolución: 


- En primer lugar completamos cuadrados para que la función dada tome la 
forma: (y — k) = E(x — hy: para lograrlo se siguen los siguientes pasos: 


se 2 
1. Procuramos que el coeficiente de x” sea +1, para lograrlo sacamos factor 
común 3, en los dos primeros términos que contienen a "x". 


1 [800 0 


2. Al coeficiente de "x” le sacamos la mitad y al resultado lo elevamos al cua- 
drado. 


De la expresión (1); obtenemos: 


y = 3(é — 4x) + 20 
mitad de 4es2  * El cuadrado de 2 = A! 


3. Luego, sumamos y restamos el cuadrado hallado a los términos que contie- 
nen a “x”, veamos: 


y=3bé - 4x + [9 - [A] + 20 
y =3[(x — 2) -4J+20 + y=3(x-2) +8 
transponiendo términos, obtenemos: 


(y - 8) = Ax — pr esta expresión a tomado la forma: 


(y - K) = E(x - hy? 


* Como: E>0; la parábola se abre hacia arriba 


- Ahora tabulamos para saber por donde pasa la parábola veamos: 


Luego: Dominio = R= (-o> ; +00) 
Rango = [8 ; +00 ) 


Ejemplo . 3: Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: 
y = 2 -6x+ 11 
Resolución: 
- Completamos cuadrados: 


1. Sacamos factor común —2, en los dos primeros términos que contienen a "x 


asi: 
y =-2é + 3x) + 1) muccncnn (1 


2. Al coeficiente de "x" le sacamos su mitad y al resultado lo elevamos al cua- 
drado. 


De la expresión (!), obtenemos: 


2 
* El cuadrado de 3 es (3) = El 
2 2 


e. á 7 A 


3. Luego, sumamos y restamos el cuadrado hallado a los términos que contie- 
nen a*x", veamos: 


«€ 
tl 
l 
mM 
TS 
x 
e 
+ 
w 
x 
o 
o [Po 
l 
[Eto] 
+ 
—a 
mo 


y 


1 
1 
IN) 
| | 
Y NS 
x 
+ 
1) 
a 
] 
| 
A | 
+ 
—a 
— 
< 
7 
| 
mM 
AS 
x 
+ 
|0 
A 
+ 
—b 
00 
+ 
—e 
e 


transponiendo términos obtenemos: 
2 2 
Ba = -2 (+2) > y-:-2 (+2) 
4 2 Y 2 
2 


y-31 3-2 (+2) ; esta última expre- 
2 2.) sión ha tomado la for- 
r : 


ma: 
(y-k) = E (x-h) 


* Como: E<0; la parábola se abre hacia abajo 


- Ahora tabulamos para saber por donde pasa 3: 3 y 
la parábola, veamos: 


Pares Ordenados 


y = 2% -6x + 11 
y = -2(0) - 6(0) + 11=11 
y = 21 -6(1)+ 11 =15 
y = 2(1Y -6(1) + 11=3 
y = -2(2) - 6(2) + 11 =-9 


Luego: | Dominio = R= (—oo; +00) 
Rango = (o; 31/2] 


Ejemplo 4:  Graficar, hallar el dominio y el rango de la tunción: 
y = 4 -8x-9 
Resolución: 


* Completamos cuadrados de la siguiente manera: 


1. y=4XxÉ-8x-9 » y=-4(x +2x)-9 


2. y = Aé +2x) -9 


* El cuadrado 1=1*=1 
2 
3. = -AÁlx 2x = =9 
y bo + + [1] [1] 


y =4Ax+ 1 -1]-9 => y=-4x+ 1) -5 
transponiendo términos, obtenemos: 


(y + 5) = 4(x + 1) ; esta expresión tiene la forma: 


(yk) = E(x— hy 
Donde: h=-1; k=-5 y E=-4| =[W(h;k)=V(21;-5) 
* Como: E<0'; la parábola se abre hacia abajo 


- Ahora tabulamos para saber por donde pasa la 
parábola, veamos: 


| y= ura -Bx-9 ll Pares Ordenados 


y = -4(0)” - 8(0) -9=-9 


[y La17 - el =925 


Luego: | Dominio = R= (-oo ; +00) 
Rango = (=0o; -5] 
Ejemplo : 5:  Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: 
y=-3K% -2x+5;x€ 2; 3) 


* Besolición: abierto 


La función: y =-3x" — 2x + 5, sólo está definida para: -2<x<3 
y TAN 
cerrado 


- Ahora, hallamos los puntos extremos para cuando: x =--2 (cerrado) y para 
cuando: X= 3 (abierto) 


Cuando: x=-2 = y=-3(-2 -2(-2)+5=-3 > (-2;-3) > (cerrado) 
Cuando: x=3 => y= Sy —-2(3)+5=-28 > (3;-28) => (abierto) 


- Enla función: y = 0 24 5, completamos cuadrados para asi hallar el 
vértice de la parábola. 


y =-3% -2x + 5 + ya + les 
3 


2 
3 


-¡Su mitad de =S =2= 1 


2 3 


2 
* El cuadrado de á = (3) 


a 
9 


- Sumamos y restamos 1 a la expresión encerrada entre llaves 
9 


< 

l 

1 

w 
as | 

x 

+ 
w |m 

x 

+ 
lo 1=] 

1 
(o 1=] 

+ 


y 


'Ú 
I 
w 
=—— 
OS 
x 
+ 
Ja 
QS 
» 
I 
O | 
a 
+ 
an 
< 
tl 
rES 
x 
+ 
| 
ETA 
+ 
[u 
E 
a 


Transponiendo términos, obtenemos: 


2 2 
3 1 16 1 
y-2-5 = -3 +3) > a is (+2 ! esta última expresión 


A l tiene la forma : 


(y —k) = E(x —h)” 


9 


* Luego, graficamos: 


Luego: 


Dominio = [-2 ; 3) 
Rango = (-28 ; 16/3] 


Ejemplo 6::  Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: 


y=3% ;xe 2; 0) 


Resolución: abierto 
2 CHA 
La función: y =3x'", sólo está definida para: -2< x < oo 
2 
cerrado 


- Ahora, hallamos los puntos extremos para cuando: x = -2 (cerrado) y para 
cuando x tiende a «> (abierto) 


Cuando: x=-2 => y=3(2 =12 => (2:12) = (cerrado) 
Cuando: x>=w => y= 3(00) =o > (00)  = (abierto) 
- En la función: 

y = 3, le damos la forma: (y — k) = E(x — h)”, veamos: (y — 0) = 3(x - 0) 


Donde: 'h=0 ; ¡k=0 y E=3/=|V(h;k)=V(0;0) 


* Luego, graficamos: 


Luego: 


Dominio = [-2 ; oo) 
Rango = [0 ; e-) 


Ejemplo 7 : Graficar, hallar el dominio y el rango de la función: 


y =-2% ;x € (00; 4) 


Resolución: abierto 
2 . (ai 
La función: y =-2x” , sólo está definida para: —o<x<4 
abierto 


- Ahora, hallamos los puntos extremos para cuando: 


Cuando: x => —o => y = Leo] = eo > (o) => (abierto) 
Cuando: x=4 => y=-2(4=-32 > (4;-32) = (abierto) 


- Alafunción: y =-2x, le damos la forma: 


(y — k) = E(x— h), veamos: 


(y - 0) = -2x — 0 


: 


* Luego, graficamos: 


Dominio = (-—oo; 4) 
Rango = (-<x; 0] 


TALLER DE 
EJERCICIOS N*(6) 


' Ejercicio ' 4: Graficar. Hallar su dominio y el rango de la función: 
2 
y =2x -4x+5 


Resolución: 


Ejercicio 2 : Graficar. Hallar su dominio y el rango de la función: 
y= -3% - 6x- 8 


Resolución: 


EN 
EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE A 
FUNCIONES CUADRATICAS 3 


1) Hallar el vértice de la parábola y ubícalo en el sistema e coordenadas 


11) Halla el valor de "y" en cada una de las ecuaciones dadas sustituyendo 
"x" por el O, ubica este nuevo punto en el sistema de coordenadas y reali- 
za la gráfica de la parábola. 


8] 


a) (y-2) = 3(x+ 4 9) y=0)=2 M7 


b) (y -3)=2(x+ 1) h) 0+9=- 20-11 


0) (y +6) =5(x- 3) i) y+8)==0+ 0) 


a) 0+0= 30-11 ) (y-0)=2(x+ 54 


e) (y+1)=-2(x- 3) k) (y +9) =(x- 6) 


D (y -6)=-4(x + 2 ) (y-1) =-4(x + 1) 


ÚÓ Grafica cada función siguiente, hallar su dominio y rango: 


) y=X% -4x+3 k) y =2X - 4x +13 
9) y=X +6x+8 I) y =-2x -6x- 5 


h) y=xX" -4x m) y=3xX + 6x-10 


iD y=é-2x+5 n) y=-4é -2x+9 


Dy= xk +2x+4 0) y=6x +3x-2 


Grafica cada función siguiente, hallar su dominio y rango: 


a) y=xX +8x-10;xe[0:5) | g) y=x-4x-2;xe (4; 2] 
3 


b) y=x + 12x+4;x€ [4;-2) | h) y=-x"+6x-4;x€ (3;-3) 
c) y=-x -20x-6; xe (3,1) || i) y=-x"+1;xe [23; 2] 


— E 


d) y=2X -12x-5:;xe€ (2;4) 3) y= +6;xe (4; 1] 


e) y=-3X% +2x-1;xe (3:08) k) y=5x ;xe [55; co) 


D y= Dé 2ixe (+; 0 ) y=4x ;x€ (032) 


Clave de Respuestas 


1. a) V(-4;2) ; Punto(0;50) b) V(+1;3) ; Punto (0,5) 
c) V(3;-6); Punto (0,39) d) V(1;-4); Punto (0,-11/3) 
e) V(3;-1) ; Punto (0;-19) f) V(2;6); Punto (0;-10) 
9) V(7;0); Punto (0; 49/2) h) V((1;-4) ¡Punto (0; — 21/5) 
i) V(6;-8) ¡Punto (0;-17) 1) V(5;0); Punto (0;50) 


k) V(6;-9); Punto(0;27) 1) B(-1;1); Punto(0;-3) 
2. a) Dominio =R ) Dominio = R E Dominio = R 
- Rango =[0; eo) Rango = (—oo ; 0] Rango = [0; «o ) 
d) Dominio = R Dominio = 1 Dominio = R 
Rango = (-<<; 0] di E ÉS co) Rango = [-1; o) 


9) h) 1) 


Dominio = R Dominio = R Dominio = R 
Rango = [-1; eo) Rango = [2; oo) Rango = (-<-; 6] 
5) Dominio =R k) Dominio = ) Dominio = R ; 
Rango = (-->; 5] Rango = a co) Rango = (—oo ; — 1/2] 
Dominio = n) Dominio = R o) Dominio = R 
Miañgo E EA co) Rango = (=>; 37/4] Rango =[- 19/8; oo) [ 


Dominio = (3; 1) $ 


3. a) Dominio = [0 ; 5) b) Dominio = [-4; -2] c) 
Rango = (-27; 45) É 


Rango = [-10; 55) Rango = [-28; -16] 

Dominio = (2; 4) á Dominio = (-3; «o ) 

Rango = [-23; -21) Rango = (-ox; — 2/3) 
9) Dominio = [H4; 2] 

Rango = [58/3; -26/3] 


Dominio = (—co; 0] + 
Rango = [2; «o) 


| 
pe 
has =19:21 | 
| 


d) Y) 


3 


i) 
Rango = (-31; 5) 


) Dominio = (-3; 3) 
Rango = [28; 1] 


Dominio = (=<o; 2) $ 


ds = (4; 1] k) iva Es; o) 1) 


Rango = (-10; 6) ango = [0; o) Rango = (-=; 0] 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


e Si FL) = 6x - 5; calcular: E = FQ) + Alé) 
F(0) 
Ay 2 B)5 q 2 pe aL 
8 5 8 5 
Resolución: 
De la condición: —F(x) =6x-5 
Calculamos: F(1) =6(1)-5 => ¿F(1)=1 
F(2) =6(2)-5 = F(2)=7 
F(0) = 6(0)-5 = F(0)=-5! 
Luego: E = FM) + F(2) SS ls A ps pa A E--8 Rpta. E 
F(0) 5 5 5 
O s: roo =2x+1 y Fix + 1)=9 ; hallar el valor de "x" 
A)2 B) 1 c)o D) 3 E) 2 
Resolución: 
De la condición: F(|x]) = 2[x] + 1 


Calculamos: — F([3x+1]) = 2([3x + 1) + 1 
——» 


9=6x+2+1= 66 > .. x=1 Apta. B 


; 2 F(5) + F(2) 
13.) Si F(x) = 3x” — 1 ; Hallar el valor de: ———=— 
F(d6) 
A) 25 B) 10 C)8 D)5 E) 1 


Resolución: 


De la condición: —F(x)= 3x -1 


Calculamos: —F(5)=3(5)-1 =  F(5)=74 
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Fl2)=3(2-1 
F/6)=3(/8'=1.= 


e F(6)+F(2)_74+11_B8_5 . FF FA Bpta. D 
F(46) e E/6) 
Si: F(x) = 2x + 1; Hallar: F(F(F(2)) ai 
A) 23 B) 11 C)5 D) 47 E) 13 
Resolución: 
De la condición: —F(x) =2x+ 1 
Calculamos: — F(1)= 3 "E 
incógnita: | F(F(F(2)) = F(F(5)) | oomcnnaon (1) 
De la condición: —F(x) =2x+ 1 
Calculamos: — F(5)= e +1 > 
El valor hallado, lo reemplazamos en (l): 
Incógnita: | F(E(F(2))) = F(F(5) = E(11) |......... (0) 
De la condición: —F(x) = 2x + 1 
Caiculamos: —F(11)= ad Al 8 
El valor hallado, lo reemplazamos en (1): 
Incógnita: — F(F(F(2))) = F(F(5)) = F(11) = 23 
E(F(F(2))) = 23 | Rpta. A 
Si: F(x) =5x-3 ; G(x) =3x- 4 ; hallar: F(G(2)) 
A) -7 B) -3 0)3 D) 2 E)7 


Resolución: 


EL Matemática El sr 


De la condición: Ed Es 4 -4 
Calculamos: —G(2)=3(2)-4 = 
Incógnita: F(G(2)) =F(2) | ooceon... (1) 
a AE] 


De la condición: —F(x) = 5x-3 


Calculamos: — F(2)=5(2)-3 = 


El valor hallado lo reemplazamos en (I): 
F(G(2)) = F(2) =7 
FG42)=7] Mu. 
(A) Dado los conjuntos: A= [x/xe INa 1<x< 6) 
B=(Vxe Na 2<x< 5) 
Cuál de los siguientes relaciones representa una función de “Á" en "B" 
A) F =((2:3), (2,4), (34), (44) — B) F=((2:3), (3:4),, (44), (4:3)) 
C)F=((2:4), (3,4), (43), (5:3)) — D)F=((2:4), (3;3),, (5;3), (5,4) 
E) F = ((2:3), (2:4), (3,3), (3:4)) 
Resolución: 


* Hallamos los elementos del conjunto A. 
A=(Vxe Na 1<x<6) 


"x" toma los valores de: 2, 3, 4 y 5 
z. |A=(2,3, 4,5) 


e Hallamos los elementos del conjunto B. 


B=(Wxe NN 2 2<x<5) 


2x" toma los valores de: 3 y 4 


Luego, analizamos cada una de las alternativas, veamos: 


a) F = ((2:3), (2:4), (3:4), (4:4)) A. — B 
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b) F = ((2:3), (3,4), (4,4), (4:3)) a >RoB 
(No es una Función) W 
Porque del elemento 4 » JB 
salen dos flechas 
Cc) F = ((2;4), (3:4), (4;3), (5;3)) a _R 


De las relaciones dadas, la que representa una 
función de *A” en “B” es la alternativa c... 


7 Si el siguiente diagrama sagital, representa a una función de "A" en "B" , 
calcular. E=a+b 


f 
A) Absurdo B) 3 
C)5 D)7 
E) 9 
e) 9 


Resolución: 

f Como se ha dicho anteriormente, para saber 
a si un diagrama sagita! representa una función, 
de cada elemento del dominio tan solo debe 
salir una flecha. 


Luego, para que cumpla esto: 


la-1)=2 > .. 


De igual manera: 


5=b+1> - 


* Ahora hallamos el valor de: E=a+b=3+4 > -. E=7 | Rpta. D 


(8) Cuál es el rango de la función: 
F = ((1;3), (2:5). (1; a— 1), (2; b + 2),(a;b), (2b;a)) 
Señale la suma de sus elementos. 
A)15 B) 12 C) 10 D)9 E) 16 
Resolución: 
Los pares ordenados , dados lo llevamos a un diagrama sagital. 


f Para que sea una función, debe 
AIR B cumplirse que: 


il) 3=a-1 > -. 
li) 5=b+2 >. 


O Los elementos del rango son: 


Rango = (3; 5; a) = (3; 5; 4) 


E de los elementos del rango es: 3+5+4=12 Rpta. B 
(9) Dada la función: y = f(x) =2x - 3x + 1 
Cuál es el valor de: k= f(0) + £(1) + f(2) 
A)1 B)2 C)3 D) 4 E)5 


Resoiución: 


De la expresión: 
Calculamos: — f(0)=2(0)-3(0)+1 > 
N0=21-30+1 > 
12) =22-3(2)+1 = 


Luego: —k=f(0)+f(1) + $(2)=1+0+3=4 
k=4| Apta. D 


10) Los gráficos de las funciones: f(x) =3x-2 y 90) = 3- 2x; se intersectan 
en el punto: 
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A) (1:1) B) (2:3) C) (1;2) D) (2,1) E) (-1;2) 


Resolución: 


Por tabulación: 


Por tabulación: 


| x g(x) = 3 - 2x 


Como se podrá observar los dos gráfico: 
las funciones: f(x) =3x-2 y g(x) = 3-2x 


intersectan en el punto 


g(x) = 3 - 2x 


[ro método: 


Para este metodo igualamos las expresiones; veamos: 


=3x-2 


g9(x) = 3 — 2x 


Este valor de x = 1; lo reemplazamos en cualquiera de las dos expresiones. 
Para: [x=1] => f09=3x-2 =>  £01)=31)-2=Í[1] 
Para: > 9Y%=3-2x =  g(1)=3-2(1)=[1) 


Los gráficos de las funciones: f(x) = 3X - 2; y | 


g(x) = 3 - 2x; se intersectan en el punto (1;1) Rpta. A 
E 


(11) Siendo g una función lineal que cumple: g(2) = 14 y g(-2) = 8. Calcular el g(9) 
A) 24,5 B) 24 C) 23 D) 22 E)O 


Resolución: 


Una función lineal es de la forma: | g(x) =ax+b 


Luego; calculamos: — g(2)=a:2+b 
o 
14=2a+b | oconcnnonon (1) 


También calculamos: — g(-2) = a:(-2) + b 


8=-228+D | oncunconons (13) 
Sumamos miembro a miembro, las ecuaciones (l) y (Mi): 
l 14 =24+b 
8=>24+b 


EM.A.M: 22=b > -. 


El valor de b = 11, lo reemplazamos en (1): 


t14=2a+11 > 3=2a > -. la=3Y2 
De la expresión: —g(x) = ax + b 


Calculamos: — g(9)= 09) + 11 = > =D> g(9)=24,5 | 


AqdáA=>—> AAA 
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F(-1) 
112) Si: F() = 3% -2 ; Calcular el valor de: E = Eo 
A) 1 B) 10 C) 100 D) 1/10 E) 1/100 
Resolución: 


De la condición: —F(x) = 3-2 


Calculamos: — F(2) = 32) -2 > 
Fl0)=3(0-2 = 
Rent 2? [FEN=1 


Luego, reemplazamos los valores hallados en la expresión "E": 


2 4. 41 1 
Esp rs tes ÓN. nta: E 
10% 100 100) 


113) En los siguientes conjuntos existe uno que es función, proporcione su dominio. 


f = ((1:2), (2:3), (3,4), (3:55) 9 =(1(2:3), (3:5), (4,5), (2:2)) 
h = ((3:1), (4;1), (5;1), (6;1)) 


A)(1,2.3) B)(2,3,4) C)(1) 
D) (2,3, 4,5) E) (3, 4, 5, 6) 


Resolución: 


f = ((1;2), (2:3), (3,4), (3:5)) 


(No es una Función) 
Porque del elemento 3 
del conjunto de partida 
salen dos flechas 


g = [(2;3), (3;5), (45), (2:2)) 


(No es una Función) 
Porque del elemento 2 A 
A e 


del conjunto de partida 
salen dos flechas 


Hatemiti 
h = ((3;1), (4,1), (5;1), (6;1)) 


(Si es una Función) 


Porque de cada » pibe 
elemento de partida '= 
sale una sola flecha 
Y y 


Dominio de la función h = (3, 4, 5,6) | Conjunto de | | Conjunto de 
; : pes Partida Llegada 
Rpta. E 


114) Reconocer el rango de la función: q = ((2;a), (2; 3a — 4), (3; a - 1), (4,4%) 
A)(2,3,4) B)(2.3)  C)(1,2,4) D) (1,2) E) (3, 4) 
Resolución: 
Los pares ordenados de la función g los llevamos a un diagrama sagital 
Por definición de función: 


a=3a-4  4=2a > .. 


Luego, hallamos los elementos del rango, 
reemplazando el valor de a = 2; veamos: 


El rango de la función g = (1, 2, 4) 
Rpta. C 


115) Calcule el rango de la función: 
$0) =1,5x-1;Vxe <-7; 11] Por tabulación: 


A) Rf =<-11; 5] xe <-7, 11] | f0)=y=1,5x-1 


B) Rf =<-2; 8] E y =1,5(7) -1= 
C) Rf = [-23/5 ; -5] 


D)Af=<11.5:155) [8 | y=15t66)-1=/10 | 


E) Rf=0 


spas] 
$1 =1,5(11) - 1=/+15,5 
z Af =<-11.5; 155] y =1,5(11) 15,5 | 


dí Dd 
Apta. D Dominio =<-7; 111] — [Rango =<-11.5; 15,51] 


rr 
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116) Si se tienen los conjuntos A y B de números tales que: 
A=(2,3,5) a B=(9, 10, 27, 30) 
y se establece entre A y B las relación: *.... divisor de ....." se tendrá 


R = ((2;10), (2,30), (3,9), (327),..ccccocannaono ), señale un par ordernado 
A) (2, 6) B) (30) C) (O, -30) D) (4, 27) E) (5, 30) 
Resolución: 


AxB= (2, 3, 5)x (9, 10, 27, 30) 


A x B = ((2:9), (2;10), (227), (2:30), (3,9), (3,10), (3,27), (3:30),(5;9), (5;10), 
(5:27), (5;30)) 


En segundo lugar hallamos la relación: "......m. divisor ...... a 
R = ((2,10), (2:30), (39), (3,27), (3,30), (5;10), (5;30)) 
El par ordenado pedido es: (5; 30)] Rpta. E 


(17) Si: fla) =a-2 ; f(a;b) = bora ¡ entonces: f(3; f(4)) ; es: 
A) a -4a+7 B)7 c)8 D) 11 E) 28 
Resolución: 


De la condición: —f(a)=a-2 


Calculamos: —f(6)=4-2 > 
Incognita: | f(3; f(4)) = f(3,2) I|occccnnao (1) 
De la condición: — f(a;b) = D+a 
Calculamos: — f(38:2)=% +3 = |f(8:2)=7 Loma. (1) 


Reemplazamos (II) en (1): 


$8; $4) = (32) =7 = .. 


£:f09=7] Apta.a 


O Sea la función "f” definida en R por: 


Xx — 3x 5 x>22 

; F(5) + f(0) 

= ; hallar. S == 
$00 x+2:;x<2 ad F(3) - F(5) 


Resolución: 


De la condición: 
Calculamos: — f(5)=5*-3(5) = 
18)=%-3(8) = 
De la condición: 
Calculamos: —f(0)=0+2 = 
E 


f(5) + $(0) _ 10+2 _12 ; 
Ss” = ayan > 
$(8) - fE5) 0-(3) 3 dy S54| Apta. C 


19) Si f(x+ 1) =$09 +2x+4 ; F(0)=2 ; halle: f(1) + f(-1) 
A) 2 B) 4 C)6 D)8 E) 10 


Luego: 


De la condición: — f(x+1)= f(x) + 2x + 4 


Calculamos: 


De la condición: — f(x+ 1) = f(x) + 2x + 4 


Calculamos: F(0) = (21) + 2-1) + 4 


2=f(1)-24+4 => - 


Luego: F(1)+ ft) = 6+0=6%* Rpta. C 


(20) Sabiendo que: P((G(x)) = F(g(o) ; donde: G(x) = 9) +1 


Hallar: 1 - Fx) 


PA 
Además: P(x)= ix ; 


AJ+1)' B)(00+2)" o D) (dx+” EJx 


(21) De la figura mostrada. 


Resolución: 
| P(G(x) = F(gbo) | coaaaoo- (1) 
De la condición: Pb) = e % 
Calculamos: — P(G(x)= oe ) ; Pero: |G(x)= e) +1 
2 
O (u) 


1+ 9% (x) +1 9 (x) +2 


Reemplazamos (II) en (1): 


EXOES] 09) +1 CA > Fía(x))= HE ACES ; de esta condición 
9 (x)+ 9 (x)+2 calculamos: 


e 1) 


x+1 
+2 


L (x+2)-(x+1__1 
EOS x+2 (x +2) 


. 1- Fx) =(x +2) 1 Rpta. B 


3 A) 1 
Halle el valor de: B)2 
A+) c)4 
F(2) + £(S) D) 1/8 
E) 1/2 
Resolución: 


De acuerdo a la figura: 


Para: > [1021] 


Para: [x=2| > PP. EL) 


$(2) + £(3) 


Para: [X=3] > A 
+ 4_1 
Para: [x=5] > ias 


(22) La gráfica de: f(x) = llxl-3l ;es: 


A) y B) y C) y 
á xXx 
3 3 x 
D) y E) y 
3 
2 3 x 


Resolución: 


Por tabulación: 


E Pares 

| $09 = 11x) -3l 
| se0=llol-al=3 | (o: | 
|seo=llal-al=2 [| (12 | 
_se0=|lal-al=1 | em | 
|fe9=|lal-al=o [| em | 
09 Malzal=+ | tn 
re=TMsl-al== | 6 | 
|so9= | lal-al=2 [ ca | 
_se9=Ilelzal=1 | cam | 
a 
Aka 


Rpta. D 
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¿SABÍAS QUE... 


.-- €l número 2 519 tiene la siguiente peculiaridad? 


Si se divide por 10 deja un residuo de 9; por 9 deja uno de 8; por 8 uno de 
7; por 7 uno de 6; por 6, uno de 5; por 5, uno de 4; por 4, uno de 3; por 3, uno de 2; 
por 2, uno de 1; por 1 deja cero. 


2.1 POLINOMIO EN IR | 


Un polinomio de una sola variable, y de n-ésimo grado, es una expresión de 
la fcrma: 


1 0 
P()=ax"+a Hoanranccoao HE AX 
n n-1 1 0 


Ps : es la variable, cuyo mayor exponente es n. 


a; a a+ ; a; a, son los coeficientes del polinomio P(x) 


En los que los coeficientes de "x" son números reales (IR) diferentes de cero 
y los exponentes de x son números enteros positivos. 


Ejemplos: 
a) A 8; es un polinomio de quinto grado. 
b) V7xX' +3x - 12% + 6x — 9; es un polinomio de cuarto grado. 
c) 15% — 27; es un polinomio de segundo grado. 
d) 4x+ 1; es un polinomio de primer grado. 
Para designar polinomios, se acostumbran utilizar letras mayusculas. 
Así:  a)P=4-7é+5  b)Q=9x-13 Cc) R=6x-x+3 


A los polinomios de dos términos se les denomina binomio, a 'os de tres 
términos trinomios; a los de cuatro términos cuatrino-mios, en general se 
les llamará polinomios. Ejemplos: 


OS Binomio 
b) e A Binomio 
C)BxY + 2y +8 enocccocononoso Trinomio Polinomios 
d) 8x - E A cacon Trinomio 


e) DA Pcs Cuatrinomio 


| 


2.2 GRADOS DE UN POLINOMIO | 
A) Grado Relativo (G.R.) .- El grado relativo de un polinomio esta representado 
por el mayor exponente de dicha letra o variable. 


Ejemplo 1: Dado el polinomio: P =6x Y o xy + 2 


- Grado Relativo con respecto a la variable "x" es: 6) 


- Grado Relativo con respecto a la variable "y" es: [4] 


Ejemplo 2: Dado el polinomio: —F(x, y, z) = xy z - ay ¿0, h15:y5l Ze 


- Grado Relativo con respecto a la variable "x" es: (8) 
- Grado Relativo con respecto a la variable "y" es: O 
- Grado Relativo con respecto a la variable "z" es: [6] 


B) Grado Absoluto (G.A).- El grado absoluto de un polinomio esta representado 
por el monomio de mayor grado. 


Ejemplo 1: Dado el polinomio: 


Ploy) =5x y - 7 y" + 2xéy? - 13x*y 


Monomio de grado: 4+1=5 


Luego: | El gre 


Ejemplo 2: Dado el polinomio: 


F(x,.y,z) = 6 yz - Xy 'Z + 15xyz. 


Monomio de grado: 1+5+3=39 


Monomio de grado: 3+4+5=12 


Monomio de ps 


Luego: |; noma 
Recomendación: TT dre no vayas a cometer el error de 


de absoluto )= Suma de grados relativos con respecto A”) 
del Polinomio a sus variables del a di A 


Porque esto FALSO. 


AN 
5 


TALLERDE 
EJERCICIOS N2(7) 


a O) Escribir Si o No, según corresponda en cada casillero. 


Expresión ¿Es un 
Algebraica polinomio 


a -2x +6x+1 
| atom E] ar 


5 4 
3 2 
== 
3 
x 


0,8x —0,3x+9 


PEE 
| 5x + V5x+7xy+ y. 


Vax? -8x? -3x 6xy" -Bx y+x” 


6.3 
3 2 
ax —bx +cx+d A a 2 +9x+3 hy 
x 
o 4 3 
== +—_+00-42 <= 0,04x —0,2x +3x+6 
x x 


Halla: 


3 
Polinomio: 
Bxe - 7 - 3 +6 


MÓ-6x + 5x-8 


| 9| aby: E my £ 


2 2 


¿Es un 
polinomio 


Expresión 
Algebraica 


a E 
x 


Y 


q 
xl 


l7x* -l2x* —6x+4 


r 


¡) El Grado Relativo de cada polinomio; respecto a la variable "x". 
ii) Halla el Grado Absoluto de cada polinomio. 


q: Polinomio [Er69|G.A 


_Gax y + gaxy” - 5xy 
LAIA 
yz 


axy 
E E (pta 4256 


lx y Z +-X y Z-X yz 
5 3 


8x yz - 5x yz +X 


pe | 


y 


; EIN % Yax? WATER TOS 1 tE se + y 


2a+1 b-2 2a+1 b+1 


Ry ty any 


a+3 b+2 


0,4x y — 0,6x yt, tl? 


a NE EN 


8xyz” - gx yz -6xy "2" - 11 


ma m-1 n+2 m-3 n+4 
mx y —-2nx y +6x y 


Ordena, respecto a la variable "x" cada polinomio siguiente: 


En forma Decreciente: 


a) ex -2é +4 -5xX +x-1 


b) 10x"y" Exy -3xy +2xy +6 
C) 9x-2x - 18x* +5 11 » 


d) 5ax — 4 — 2ab + 7aX +9 


f 43x"yz V2x yz - x yz" - 12 
9) 0,3xy” - 6x y -—0,8Bx y +8x "y -6  » 
h) E 0 


(4) Ordena ; respecto a la variable "y" cada polinomio siguiente: 
En forma Creciente: 
a) 2y - 5y + 7y'-3y+8 17 


b) 5x-5x y +6x Y -—6x +9 bh 


c) xy - sy + ey -2y +3 Y 


2 1 


4 


d) Say Y Y 


e) V2xy+ V3xy'-5x Y +5 h 


t) 6xyz' + 9xy z - yz +6 1] 


9) 0.2xy" + 0.6x.y* - y +5y-8 » 


h) xy + 3ax%Y xy y +6 1) 


Dado los siguientes polinomios: ordenalos y completalos respecto a la 
variable *x". 


a) 3-5 +60 +2 ? 


b) + 88x — 5x4 + 6 ) 


6) ae y +2DxY + x » 


d) TX -x+8+5x ' 


€) 5x'y + 6 y —- 2x + 8 » 


f) 0,6xy” - 0,8x y + 13 0 


(62) Dado los siguientes polinomios: ordenalos y completalos respecto a la 
variable "y" . 


En forma Decreciente: 


a) -3Y + 5y' + 6y -2y+5 ? 


b) 2y-DY +xy -60+3  h 


4xy - 5y + Ty -9y +2 


J3xy' 5 sy - ex y - Xy +10 p» 


e 


mr 


0,2xy z + y7 yz +6 » 


ñ y =- 5xye + ax y" + 6y -8)h 


(7) Halla el valor numérico de los polinomios siguientes: 


Ejemplo 1: Si: P()= Xx -3x+6 
Hallar: P(3). 
Resolución: 


De la condición: P(x) = Xx -3x +6 
P(3) = (3) - 3(3) + 6 
P(3) =9—9'+ 6 


a) Si: P(x) = Aa 
Hallar: P(2) 


Calculamos: 


b) Si: P()=3x" — 5x + 6 
Hallar: P(-1) 

0) Si: Q()=2x"- 2D +9 
Hallar: Q(+/3) 

4 

e +2 

Hallar: Q(4) 


d) Si: Q(9 = 


e) Si: M(x) = (x — 2)0é + 1) 
Hallar: M(4) 


Completa la siguiente tabla: 


Término 


PQ) =X 2% +5x+8 
E de coeficientes = P(1) » P(1) = de 2(1y + 5(1)+8=12 


Ejemplo 2: Si: Q(x,y) =3x + 4y” 
Hallar: Q(3,2) 
Resolución: 


De la condición: Q(Xxy) = 3x + 4y* 


Q(3.2) = 3(3) - 4(2* 
Q(3,2) = 9 + 4(4) 


Calculamos: 


) Si PO=x+ 
x 


Hallar: P(1/3) 
g) Si: R(x) = Le -+2x+6 
Hallar: R(-2) 


h) Si: P(x,y) = y —x + 2y 
Hallar. P(3,-2) 


2 4 
) Si: Q(% y) = A 


Hallar. Q(+/2 ,3) 


: lc Lo 
) M (%,y,z) e xyZ 


Hallar: M (3,-2,6) 


Folinomio dl P09=0-3 +2 Dx + x 


Término E 
Independiente 


Q() =2x - 5 +x +2 


Término = P(0) 


6 3 
Independiente Q(0) = 2(0)" - 5(0)"+0+2=2 


Polinomio 


Y de coeficientes = P(1) 


Término 


=P 
Independiente 


Polinomio 
Y de coeficientes = P(1) 


Término _ 
Independiente — Fl) 


Polinomio 


Término =P 
Independiente 


Término 
= P(0 
Independiente (0) » 


A 


e 0 [E 5 +2 


2 3 
x +2x+6 x —d4x+1 


7. a) P(2)=3 b) P-1)=14 0) Q(Í3)=21  d) Q($) =10/3 
e) M(4)=34  f) P(1/3) =10/3 g) R(-2) =6 h) P(3,-2) =-25 


i) Q(%, y) = - 35/9 i) M(xy,z) =-7/36 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 


POLINOMIOS 
Ejercicio 1: En el polinomio: P(xy)=x "y A y? 


Calcular: “m* y *n*; sí grado con respecto a "y" es 4 y el grado absoluto del polinomio es 12. 


Resolución: 


101 


m+3 n+1 m+2 n+1 m+1 n+2 
=K y eS 


Monomio de grado: m+n+3 
Monomio de grado: m+n+3 


Monomio de grado: m+n+4 


Poy) = 


Del enunciado: 
O GR(y:n+2=4 => [n+2] 
O GA:m+n+4=12 > m+2+4=12 =[m=8] 


E a Ci A E 4 3m - 2 
Ejercicio 2: Calcular: "m" y "n" para que el monomio: x."* "y" "2" sea de 


grado absoluto 80 y el gardo relativo respecto a "y" es 20. 


Resolución: 


De acuerdo al enunciado, planteamos las ecuaciones: 


G.R(y) : [3m-2n=20|............. (1) 
G.A: 4m+n)+3m-2n=80 >|[7m+2n=80 loca... (2) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2) : 
l 3m -— 21 = 20 
7m + 24 = 80 


EMAM: 10m=100 > .. 


Remplazamos el valor de "m" en (1): 


3m-2n=20 => 3(10) - 2n = 20 
30-2n=20 = .. [n=5] 


AS 7. ¿ m(— 1Y'3m+2n 5m-n . 
Ejercicio 3: Hallar el coeficiente del monomio: 9 3 x y ; Si su 
grado absoluto es 10 y el grado relativo a "x" es 7. 

Resolución: 


De acuerdo al enunciado, planteamos las ecuaciones: 


amo [ami 2n=7)...... 1 
G.A: 3m+2n+5m-n=10 => [8m+n=10 | E (2) 
De la ecuación (2); despejamos *n”: [n= 10—8mM |...mccacnenans (6) 


Reemplazamos (3) en (1) : 


3m+2(10-8m)=7 = 3m+20- 16m=7 


13=13m => :[t=m] 
Reemplazamos el valor de: m = 1; en (3). 


n=10-81) => - [n=2] 


Luego, hallamos el coefeciente del monomio: 


n 
Coeficiente del monomio = e"(-3) ; reemplazando el valor de "m* y *n”; 


3) obtenemos: 
(0 ¿pe 
Coeficiente del monomio = 9 E) =9/3)- 1 
Rpta 


Ejercicio 4: En el polinomio: 
m+n-2 m-3 m+n+5 m-é m+n-6 m+2 


Poy) = 4x y + 7xX y + 13x y 


Se venífica que la diferencia entre los grados relativos a "x" e "y" es 5 y ade- 
más que el menor exponente de "y" es 3. Hallar el grado absoluto del polinomio. 


A) 10 B) 17 C) 12 D) 21 E) 15 
Resolución: 
O GR): m+n+5 


O GR(y:m+2 Del enunciado; planteamos la ecuación : 


(m+n+5)-(m+2)=5 > n+3=5 


O El menor exponente de "y" es 3; osea: 
m-4=3 => .. 
Luego; calculamos el grado absoluto del polinomio , veamos: 
Grado absoluto: (n + m + 5) + (m- 4) =2m+n+1 


=2(7)+2+1=17 


Ejercicio 5: Determinar el valor de "m" , de modo que el monomio: 


. 


Resolución: 


Aplicando la propiedad: 


Obtenemos: 


2m 
m-2 Xx m-2 3/ 2m-m 
Xx ¿A =Vx . Xx 


E=Vx" “.x? ; Aplicando la propiedad: | a? al =aP** 


m-2+M ¿mob 
E=Vx 3 crió 3; Aplicando la propiedad: 


32 ; como el monomio es de tercer grado; el exponente 
de está última expresión lo igualamos a 3. 


4mM-8_2 => 4m-6-00D 
3.2 
e + ES]: Apta 


Ejercicio 6: Calcular el valor de : (a + b); si el polinomio: 
3a-b-3 a+2b+4 3a-b-2 a+2b-2 
y + X 


3a-b-1 a+r2b 
y 


Quuy)=x" y + Xx 
Es de grado absoluto 29 y la diferencia de sus grados relativos a "x" e "y" val.: 
=5: 
Resolución: 


3a-b-3 a+r2b+4 3a-b-2 a+2b-2 
+X y +X 


[Monomio de grado: da+b- 7) 
nl 
Monomio de grado: 4a+b-4 


Monomio de grado: 4a+b+1 


3a-b-1 a+2b 
y 


QU«y) = 


DJ GR()=3a-b-1 


» Del enunciado, planteamos la ecuación : 


NA 0 


2a-3b5=5 


O G.A de polinomio: 4a+b+1=29 =>|b=28-44 | commmmccansmm. (2) 


Reemplazamos (2) en (1) : 


2a=3(28-4a) => 2a=3(28)- 122 => J4G=3(28) => : [a=6] 


Reemplazamos el valor de a = 6; en (2): 


b=28- 46) > .. 


Luego: a+b=6+4> ..|a+b=1 


2.2.1 GRADO DE LAS OPERACIONES ALGEBRAICAS 


El grado de una expresión algebraica se determina después de realizar ope- 
raciones indicadas, las reglas que debemos aplicar son las siguientes: 


lL Grado de un Producto: Se suman los grados de los factores. 


Ejemplo 1: El grado de: (94 8) 94 1190_ 6); 
. ¡ Será: 3+2+1=6 | 


Ejemplo 2: El grado de: (0, 6x + 200, 5); 


Será: 243=5 


Il. Grado de un cociente: Se resta el grado del dividendo menos el grado del 
divisor. 
514 


Ejemplo 1: El grado de : E ; 
z y 


Será: (5+ 4) -(2+3)=4 | 


9.5 2 

XxX +X -—3x +6 
4 
Xx —-2x+5 


Será: 9-4=5 | 


Ejemplo 2: El grado de : 


ll. Grado de una Potencia: Se multiplica el grado de la base por el exponente. 


Ejemplo 1: El Grado de: (O 2x?- 4/0 


Será: 3%2=6 


Ejemplo 2: El Grado de: (UA x + 2x+ $ 


Será: 6"3%2 = 36 


1V. Grado de una raiz: Se divide el grado del dividendo entre el indice del radical. 


Ejemplo 1: El grado de: E) 8)_,e 50 =8 
Será: 8:4=2. 
Ejemplo 2: El grado de: de] Da, 3x” +8 


Será: 12: (23)=2 


s », 


TALLER DE 000 
EJERCICIOS Ne(8) 


Ejercicio 2 |: Hallar el coeficiente del 
¿ siguiente monimio: 


i P() = 3n" 5) 2 ; si es de grado 2. 


Resolución: 


Ejercicio 1 : Hallar el grado de: 


M(xy) = jon ay" 


Resolución: 


í Ejercicio. 3': El grado absoluto de: | Ejercicio 4: Hallar: (m - n) si el 
: es igual a 5. ¿Cuánto vale | polinomio adjunto es de grado 8 respec- 


¡¡to a "y" y de tercer grado respecto a"x": 


an all 


1 el grado relativo a "x"? 


Resolución: 4 mu na 


! Py)==5x "y" rl E 


Resolución: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
POLINOMIOS 


ys 


Hallar: "mm" si el siguiente monomio | A)10. B)3 C)14 D)8 E)21 
es de 2” grado. 
á —_ óÓ Calcular el coeficiente del siguien- 
5 /3x te monomio, sabiendo que es de 
octavo grado. 
A)6 B) 3 C)5 DJ4  E)2 
M (<y) = 15 ay 

Ó Calcular "a" si el término 0,58x y” 

es de grado 11. A) 375 B) 175 C) 21£ 
D) 225 E) 255 

A)5 B) 4 C)3 DJ2 E) 
Proporcionan "m" si el siguiente 


y polinomio es de grado absoluto 
Ó Obtener mn, si se sabe que el si- igual a 10. 


guiente monomio es de noveno gra- 
do respecto a "y", y de sexto grado 
respecto a "x": 


PA = 5 e 


A)7 —B)6 C)5 D)4 EJ3 


SC Matematica VE 
Hallar "p" en: 5x7? y*P2 de 
modo que su gardo sea: G = 5p - 6 
A) 8 B)9 C)7 D)10 E)11 
Ó Del siguiente polinomio se cono- 
cen: G(x) = 7 A G[(y) = 8. 
Puy) = 2x1 4 6xmy” - ey? 
¿Cuál es el grado de P(x;y)? 
A)10 B)12 C)j9 D)14 E)11 
Ó Calcular: “mn” , si el polinomio: 


Paya ya y? 


es tal que: G(y) = 8; G= 20. 
A)9 


B) 19 C)80 


D) 81 E) 90 


Determinar "n" de modo que el 
monomio: 


| - NIVEL II 


ó Hallar el grado de: 
M(x.y) = 5a - Ax 15 


A)2 B)3 C)4 D)7  EJ9 
Hallar el coeficiente del siguiente 


monomio: 


Pb) = 2n” - no 


si es de grado tres. 


sea de primer grado. 


Al  B)5 C)J8 D)J6  EJ4 


Ó Calcular los valores de m y n en: 


m+5 n-1 m+6 n-4 
y 


PlOcy)=x “y -Xx 


Sabiendo que el grado relativo a "y" 
es 7; y el grado absoluto es 20. Dar 
como respuesta: 2m + 3n. 


A) 24 


Clave de Respuestas 


1A|2.C/13.A 
6.B|7.B| 8.E 


B)48 C)32 D)64 E) 40 


5. A 


4.A 
10.E 


9.C 


¿En cuánto excede el grado relativo 
de “x" al grado relativo de "y" en: 


(acy* +5x“y”) (axy-ax* y" $ 


A 1 B)2 03 D)4 E)5 


El grado absoluto de: 2x7" y "79, 


es igual a 15. ¿Cuánto vale el gra- 
do relativo a "y"? 


AI. B)2 C)3  D)4 E)5 


¡$ Hallar el grado absoluto de: 


| 3 
A)2 B)k C)9 D)27 E)54 Q(y;z)= da? Ñ sE is L ¿e 


A) 13 B) 6 Cc) 10 D) 15 E)8 


Ó Hallar el coeficiente del monomio: 


P(cy;z) = 3mp po ' yy" E 


Si su grado relativo a "x” es 2; grado relativo a "y" es uno y su absoluto es 5. 
A)3 B)9 C) 36 
D) 54 E) Ninguna Anterior 


Calcular el valor de "m" para que el monomio: 


m-3 Im 
a_ Ya sea de sexto grado. 


m 
a 


A) 12 B) 13 Cc) 14 D) 15 E) 11 


a+ 


En el monomio: P(x;y) = 5(a - b)x by; el grado absoluto es 6 y el grado 
relativo "x" es el coeficiente del monomio. Calcular el valor de "b". 


a)2 b) 3 c) 4 d) 2 e) -3 
Sabiendo que el polinomio: 
P(xy) E IAE E 0: QUE. ada z ad di 


Es de grado absoluto 36 y la diferencia entre el gardo relativo de "x" y el menor 
exponente de "y" es 12. Calcular el valor de "m": 


A)5 B) 7 C)9 D)8 E) 4 
Calcular: (n - m); para que el binomio: 
Q(x:y) = A Y” E pela m-n+2 
Sea de grado absoluto 28 y de grado relativo a "y" 2 
A) 6 B)7 c)2 D) 4 E) 3 


Si el grado absoluto de A es 16 y el menor exponente de "y" en el polinomio B 
es 4. Calcular el grado del polinomio B. 


m+11 n-3 m+7 n+2 n+2 m+1 
Xx =N +X 


2m+6 n+2 2m+2 n+7 3m — n+10 


B=x y Xx y —+X y 
A) 24 B) 27 C) 15 D) 18 E) 26 


Sea el polinomio: 


47 6 
- 3a Xx yz 


Py) = Ba x yz” +2 Vabtx*y?z* 
Hallar el producto de su grado absoluto con el grado relativo a 


A) 126 B) 98 0) 45 D) 36 E) 63 


Ó Hallar el coeficiente del monomio: 
n2 7 3n 
*x_ YX ;siesde segundo grado. 


MO) = 
n+1 
x 
a) 2 B)6 C)10 D) 14 E) 18 
ÚÓ Hallar la suma de los coeficientes del polinomio: 
a- xY 3b - (5a- 2byé* A A (a- 3bpeyo +? 


Pcy) = (4a — b)x 
Si el grado relativo a "x" es 7; su grado absoluto es 12. 
B) -1 C) -6/5 D)2 E) N.A 


AJO 
Ó Dado el polinomio: Q(x,y,z) = 5: Y +2 Y re ye? 
de grado absoluto 17 y grado relativo a "x" es 6. Hallar el valor de "a — b". 

A) 2 B)3 C) 4 D)5 E) 6 

Clave de Respuestas 
1. D 4. A 7. C 10. D 13. D 
2. E 5. A 8. A 11. B 14. C 5 
3. D 6. D 9. A 12. B 15. E 

A O E ii E 


23: POLI INOMIOS ESPECIALES | 


Se denominan así por tener una propiedad específica que les dá el nombre 


2.3.1 POLINOMIOS HOMOGÉNEOS 
Son aquellos cuyos términos monomios tienen igual grado. 


Ejemplo: —P(xy)=x y es y y 
Monomio de grado: 8 


Monomio de grado: 8 


Monomio de grado: 8 


Eno absoluto = 8 = Grado de Rosalia 


E de 2). Ca 52): ( Grado de ) 
monomio del polla: Hr ae ldaa 


Polinomio Ordenado: 


Un polinomio ordenado respecto a una letra llamada ordenatriz es aquel en 
el cual los exponentes de dicha letra van aumentando o disminuyendo. Si el 
exponente de la ordenatriz va aumentando se dice que el polinomio esta 
ordenado en forma ascendente y si va disminuyendo se dice que el polinomio 
está ordenado en forma descendente. 


Ejemplos: 
a) TB + —3x ; es descendente respecto a "x" 
b) 15x” — 3x y + ex y = 2xy: es descendente respecto a "x" y ascendente 
respecto a "y” 
Ordenar un polinomio: 


Es escribir sus términos de manera que los exponentes de una letra escogida 
como ordenatriz queden en orden ascendente o descendente. 


Ejemplo 1: Ordenar el polinomio: 6x — 9 —8+3X + 5x; en forma descenden- 
te respecto a “x". 


Resolución: 


5x9 +3x +6x-8 bh (Polinomio ordenado en forma descendente) 


L Este término que no contiene la variable “x" 
se sabe llamar término independiente. 
a » = 2.2 4 33 4 
Ejemplo 2: Ordenar el polinomio: 8x “y” — 3xy + 5y -— 7x "y  +2x', en forma descen- 


dente respecto a "x" 


Resolución: 


es Ty" + eXxy —- 3xy + 5y" Y» (Polinomio ordenado en forma 
descendente respecto a “x”) 


2.3.2 POLINOMIO COMPLETO 


Es el que tiene los exponentes de su letra ordenatriz en forma consecutiva 
desde el mayor hasta el cero o viceversa. 


Ejemplos: 


a) 5x — 6; polinomio de grado 1; cuyo número de términos es 2 


b) 8X - 6x+ 1; polinomio de grado 2; cuyo número de términos es 3. 


c) 3-5 + 3x— 6; polinomio de grado 3; cuyo número de términos es 4. 


d) 2 + TÉ +4 -3x+ 1; este polinomio se puede escribir así: 


1) 


2) 


3 


o 


4) 


Observaciones: | 


2 +7 + 4% —3x + 1 =2 47 + Mm 3 4 1 


a 


Todo polinomio completo tiene un término independiente. 


Ejemplo: Dado el polinomio: 


10X” —6x' +3 —5x + 6x +11 L E 
Término independiente 
En todo polinomio completo se cumple que; 


| Número de términos = Grado del polinomio + 1 | 


Ejemplo: Dado el polinomio: 


ID 7 +2x' 8 + 5x —3x +4 h (Grado del polinomio = 6) 


Y | $t de términos =6 + 1=7 


Si un polinomio no es completo puede completarse escibiendo los térmi 
nos que faltan con coeficiente cero, asi por ejemplo: 


El polinomio: 3x” — 2xé +7 


Se completa asi: D +0x" +0x +2x + 0x +7 


En todo polinomio completo se cumple que la suma de coeficientes se 
obtiene reemplazando a la variable o variables con las cuales se esta 
trabajando por la unidad (1). Ñl 


Ejemplo: Dado el polinomio: j 
Pb) = ¡E E 

Y de Coeficientes: P(1) =6(1) -2(0 +74 +20 -41)+5 | 

| 

P(1) =6(1)-3(1)+7(1)+21)-4+5=[13] | 


an Manuel Coveñas Naquiehe Ó 


5) En todo polinomio completo se cumple que el término independiente 
(T1.), se obtiene reemplazando a la(s) variable(s) por cero. 


Ejemplo: Dado el polinomio: 


QU) =5x' -8Bx + 9x +7 


TL: Q(0) = 5(0)* - 8(0)* + 9(0) + 7 = 


6) Para la notación de un polinomio no necesariamente se usa P(x); tam- 
bién se pueden usar otras letras como por ejemplo: 


FL)=5 -3 +6x-1 6 R()=5x -3x + 6x -1 


2.3.3 POLINOMIOS IDÉNTICOS 


Dos polinomios reducidos son identicos cuando los coeficientes que afectan 
a sus términos semejantes son iguales. E j ni 

: = ¡significa 

7 Idénticamente 
Igual 


Ejemplo: Si: Ax +BxÉ + C= px + qé +15 


Se debe cumplir. [A=p]; y [C=r] 


3 . ; 


as 


; Nota: Sólo en polinomios idénticos podemos asignarle cualquier sistema de 
' valores a la variable o variables con las cuales esté trabajando y obtendremos el 
mismo valor numérico en ambos miembros, veamos: 


Ejemplo: Si se cumple la siguiente identidad. 
2(x + 7) = a(x + 2) + b(x — 3); Hallar el valor de "a" y "b" 


Resolución: 


2(x + 7) = a(x + 2) + b(x — 3); efectuando los productos indicados, obte- 
nemos: 


2x + 14 = ax + 2a + bx — 3b ; agrupamos términos en el segundo miem- 
bro: 


2x + 14 = (ax + bx) + (2a — 3b) 
2x + 14 = (a + b)x + (2a — 3b) 


Por ser idénticos: 
ia+b=2 =[a=2 blema. (1) 
ii) 2a-3b= 14 


Reemplazamos (1) en (ii): 2(2-b)-3b= 14 


4-5b=14 > -—5b=10 > -[b=-2] 


Remplazamos el valor de b = —2; en (1): 


a=2-(2) => 


Por ser una identidad, podemos darle valores numéricos a la variable “x" es- 
tos valores tienen que ser dados en forma conveniente, de modo que sea facil 
el cálculo, veamos: 


Si: => 2(x +7) =a(x + 2) + b(x — 3) 


2(3 +7) = a(3 + 2) + b(3 — 3) 
0 


20=5a > .. [A=4] 
Si: 2(x +7) = 2 =-3 
Í [x=-2]> pee ) ña q ala ) 


22 + 7) = a(-2 + 2) + b(-2 - 3) 
0 


A A A Ea 


2.3.4 POLINOMIO IDENTICAMENTE NULO 


Un polinomio reducido es identicamente nulo, cuando los coeficientes de to- 
dos sus términos son nulos o ceros. 


Ejemplo 1: Si: Ax" +Bx"+Cx+D=0 


Se debe cumplir que: | A=B=C=D=0 


Ejemplo 2: Si el polinomio: ax + 5x — bx + MIC = O; es idénticamente 
nulo. Hallar el valor de "a", “b" y "c". 


Resolución: 


Ordenamos los términos del polinomio de la manera siguiente: 


(a + 3x) + (5x — bx) + (c + 6) =0 


(a+ 3) + (5 -b)x+(c+6)=0; por ser idénticamente nulo, se debe 
cumplir que: 


i) a+3=0 > .. 
ii) 5-b=0 > .. [b=5] 


li) c+6=0 > - [c=-6 


PROBLEMAS RESUELTOS 


e a 5 =4 = e 
(1) Sabiendo que el polinomio: Pty =P 71 4+2*P73 427% es completo y 
ordenado ascendentemente; calcular el valor de : “2a + b —c” 


Resolución: 
Como el polinomio es completo y ordenado en forma ascendente , 
* El exponente del primer término debe ser igual a cero; osea: 


hea=130 3 :. [a=1] 


+ El exponente del siguiente término valdrá 1; osea: 
li) a+b-3=1 => a+b=4 => 1+b=4 = -.[b=3] 


+ El último exponente valdrá 2 ; osea: 
li) b-c=2 => 3-0=2 => .. 


Luego, calculamos el valor de: 


Sabiendo que el polinomio: P(x,y) = Xx y +2xy -X y ; es 


homogéneo; calcular el valor de: "m" y "n" 


Resolución: 
Por ser homogéneo, se debe cumplir que : 


3Im-2n+7=8+10=2m+m2+n+1 


Det: 3m-2n+7=8+10 >  [am-—2n=11| súcinics (1) 


De2: 8+10=2m+m+*n+1 => 17=B3MEN | enmaccnenas (11) 


De las ecuaciones (II) y (I): restamos miembro a miembro: 


l 3ñe+n=17 
3mñ - 2n= 11 


—M.AM: 3n=6 > -. 


Reemplazamos el valor de n = 2; en (I): 


3m-2(2)=11 => 3m=15 = .. [m=5] 


Desarrollando los dos miembros; se obtiene: 


8x - 4 =mx + 2m + nx - 2n 


Dandole una forma adecuada al segundo miembro , se tiene: 
¡a (2m —- 2n) 


i) m+n=8 ; li) 2m-2n=4 > 


Por ser identicos: 


Sumamos miembro a miembro (1) y (ii): 
m*+n=8 
l m=-n=-2 


EMAM: 2m=6 > -. 


Reemplazamos el valor de m = 3; en (i) 


3+n=8 =» .. [n= 5] 


Por ser una identidad; podemos darle valores numéricos a la variable 


4(2x — 1) = m(x + 2) + n (x — 2) 


Ko. 


Para: x=2 4 (2.2- 1) =m (2 + 2) + n(2- 2) 
12=4m > .. 


Para: x=-2  4[2(-2)- 1]=m(-2 +2) + n(-2 - 2) 
0 


-20=m(4) = 


Nota: 


Los valores que se le puede dar a la variable queda a criterio de cada | 
uno de pesotros: E 


(4) Calcular la suma de los coeficientes del iguicimo polinomio Hoiridflaheo es en: 


ye 
b Je a 
> y E nz" y "wr. Si: PG y;z; w) ee ar $ e Se ¿a c) el, ¡A 


Resolución: 
Por ser homogeneo, se debe cumplir que : Recuerda que: 
Sal Si: |a= YN 
b a ve a 
a =c =(yec ) = (ab) Entonces: 


De2: ci =(ab)" => [c=8b] cui (1) 


Igualamos las expresiones (1) en (IV) : 
4a? =de > 4=a? => +44 =a E (Sólo tomamos 
el valor positivo) 
Reemplazamos el valor de a = 2; en (1): 


di=c> 48=0 > 


Remplazamos el valor de a = 2 ; en (III): 


da=b=> 4(2)=b = :[8=b] 


ye 
b a Je a 
Luego del polinomio: P(x; y;Zz;w)= a+ by” + a ) = 1) 


lamos la suma de sus coeficientes. 


; calcu- 


E de coeficientes =a+b+c-1=2+8+16- 1= 25 


Calcular : "p" y "q" si se cumple que: 27 + 8x = p(x + 4) + q(2x +3) 
Resolución: 


En primer lugar, etectuamos los productos indicados; 


27 + 8x = px + 4p + 2qx + 3q 
a e PP 

8x + 27 = (p + 2q)x + (4p + 3q) 

E o 


En segundo lugar, hacemos comparación de términos : 


y a2orza 


li) 27=4p + 3q 


Reemplazamos (i) en (ii): 27 = 4 (8 - 2q) + 3q 


27=32-8q+3q => 5q=5 > [q=1] 


Reemplazamos el valor de q = 1; en (1) : 


p=8-AN => -. 


Otra forma: 


Calcular: "p" y "q" si se cumple que: 27 + 8x = p(x + 4) + q(2x +3) 
Resolución: 
Recuerda que para este tipo de ejercicios, tu puedes dar cualquier valor nu- 


mérico a la variable "x"; pero con la condición que estos valores sean peque- 
ños, veamos: 


118, _ Phanuel Coueñas Naquiche Ó 


Para: |x=-4 27 + 8x = p(x + 4) + q(2x +3) 
> > + 


27 + B(4) = p(4 + 4) + q[2 (4) + 3] 
0 


Para: 27+8x p(x + 4) + q(2x + 3) 
> + - 
27 + 8(0) = p(O + 4) + q(2-0 + 3) 
27 = 4p + 3q 
Reemplazamos el valor de q = 1; en esta última expresión: 
27=4p+3(1) > 2=4p= :. 


Luego: 


'Los valores de "p" y "q" s 


Si el polinomio es completo y ordenado en forma decreciente : 


PQcy) TY YN TA 8 


1 

Hallar el valor de: m"* 
Resolución: 

Por ser completo y ordenado en forma decreciente, debe cumplirse que : 


i m-é=1 > 
ii) n+1=2 => - [n=1] 


=3 Le =1 
P(x y) = ¿E os - ml +8 


Luego, reemplazamos los valores hallados, en la expresión: 


m"*!=5'*!=5 [25] Rpta 


Me polinomio dado a continuación es completo y ordenado en forma ascen- 
dente, dar el valor de: "p+q+b+c" 


2 b b- 
P()=m0 ma Ps 


Resolución: 


Por ser completo y ordenado en forma ascendente, debe cumplirse que : 
Y q+2=0 > -. 
li) q+b+c=1 > MER 


Pb) = EE, E, a. E 


iii b-c+p=2 


Luego, calculamos el valor de la expesión : 


Dado el polinomio homogéneo: 
Pay = dy y y? + y? ; silla suma de todos los exponentes 
del polinomio es 54. Calcular el valor de: "a+b+c+d+e" 

Resolución: 


Por ser homogeneo, se debe cumplir que: 


a=b+c=b+c=c+b=d+e=e+d 
y ll Biel 


Donde: 1) [a] 


Del enunciado: 


Suma de todos los exponentes del polinomio es 54; osea: 
a+ (b+c)+(b+c)+(c+b)+(d+€e)+(e8+0d)=54 bono... (1) 
Reemplazamos (i) y (ii) en (1): 


(b + Cc) + (b + C) + (b + C) + (b + Cc) (b + c) + (b + Cc) = 54 


6(b+c)=54 =[b+c=9] 


Luego, hallamos el valor de la Lepraión Ipcoquita; 


E 
* +d+e: e 


(.) ¿Cuántos términos tiene el siguiente polinomio: 


2n-1 
+ 


Po) =x 2-2 1 Bet 


3. 2 
x 3 dose IM A ol +X +x +Xx+1 


a) 2n b) 2n + 1 c) 3n d) 2n- 1 e)n 


() Si: Pay) =V5x" — Y =1_ y "877 + es un polinomio homogeneo. 
Hallar el valor de: "m + n" 


a) 8 b) 1 c) 7 d) 9 e) 6 


Hallar el valor de "m” si el polinomio: P(x;y) = 9 3 ax” ey + Xy 


es homogeneo: 
a)5 b) 13 c) 7 d) 8 e) N.A 
Calcular: "m" y “n” ; para que el polinomio: 


Q(xy) = Am + my" +4 _ ¿me+n+ AR AU AD + 3n : sea homogéneo. 
a)5y2 b)6y3 c)4 y1 d)7y3 e)6y2 
Calcular la suma de coeficientes del polinomio: 
P(:y;z) = axt* cl +3, 2% "+ y”: sabiendo que es homogéneo. 
a) 50 b) 42 c) 51 da+b e) 48 


Hallar el valor de: (a + by?" ?. siel siguiente polinomio: 


Ry) E e +b E aya? 0 xya— 10 E By? 


; es homogéneo. 
a) 4 b) 8 c) 16 d) 32 e) 64 
Calcular la suma de coeficientes del polinomio: 
Qluy) =nx"*9 +3: y" + mx" *?; si es homogéneo. 
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14 


73 E E E —-10 —-n+5 —n+6 
Si el polinomio: M(x)=x" "+Bx" "*"42xP "*"; es completo y ordenado 
en forma descendente. Hallar el valor de : "m + n + p" 


a) 38 b) 28 c) 26 d) 25 e) 36 


Calcular el valor de "a" en el siguiente polinomio completo y ordenado en 
forma ascendente. 


+Cc c+d d+1 


A” 
E A 


Qu) =% 
a) 0 b) 1 c)2 d)3 e) -1 


+b 


(TA -. - A b-1 d 
(10) Si el polinomio: P(x) =x”" "+ 4 es completo y ordenado 


” ascendente. Calcular: "a + b+ c+ d" 


a) 1 b) -1 c)2 d)-2 e)5 


Si se cumple la siguiente identidad: 2x + 27 = m(x + 3) — n(x — 4); Hallar los 
valores de "m" y "n”. 


a)4y2 b) 5 y3 c)6 y 4 d) 5 y -3 e)4y1 
(2) si 2% +5x- 1=(Ax + Blx— 1) +c( +x +1); calcular: "A + B - C" 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)5 


43)si se cumple: (x + 0d +x4+42= pé + Mx + 30 FL + A 1); 
Calcular el valor de: "M" 


a)2 b) 3 c) -3 d) 4 e) -5 
Si: a(x + b) + b(x + a) = 26 + x; Hallar el valor de: R=1 + 
a 
a) 1 b) 2 c) 13 d) 1/13 e) 1/26 


15.) Dado el siguiente polinomio identicamente nulo. 
Q() = bpó + Xx) — 2ax -3cx+c-a+ 1; calcular el valor de : "ac — b” 
a)O b) -1 c) -2 d) 1 e) 2 
Indicar si las afirmaciones siguientes son verdaderas (V) o falsas (F). 


Il. Un polinomio completo siempre es ordenado. 

1. Un polinomio completo de grado *"n" posee (n + 1) términos 
tl. Un polinomio puede tener grado negativo. 
IV. El grado de toda constante siempre es cero. 


a) VVVWV b) FVVV c) VFVF d) FFVV e) FVFV 


CLAVE DE RESPUESTAS : GRUPO 9 


Cz7 A _ € A <_—_——_— 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 
Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Ejercicio 1: Hallar: (m-—n), si el polinomio: 
P(x y) ha 2. a 6x7 e A ac 
Es de grado absoluto 15 y el grado relativo respecto a "x” es 7. 
a)6 b)5 c) 4 d)8 e) 7 
Resolución: 


n+2 m+3 n-1 m+2 n+5 m-3 


Del polinomio: P(x,y)=X “y =6x y + 4x 
Monomio de grado: | Moncnipós va: | 
man+5 me+n+ 
Mónomio de grado: 
me+n+1 


ÉÉ Grado absoluto del polinomio es 15. 


me+n+5=15 => [men=10 Junco. (1) 


Fu Grado relativo respecto a "x" es 7. 


n+5=7 =|n=2] 


Reemplazamos el valor de n = 2, en la expresión (1): 


Del enunciado: 


Ejercicio 2: Calcular el valor de “m", sabiendo que la expresión es de grado 32. 
m”] am m7” ppm 
y x 
a)2 b) 4 c)6 d)8 e) 10 
Resolución: 


Aplicando la propiedad: 


> A 
Recuerda que: mf ¿m ,m=m m"f_3m ,3m 
alme” 
3 
graba 


=2 | Apta. a 


Rpta. a 


Calcular el valor de "rn" sabiendo que la expresión es de grado 32. 
m m 
m m3” m mé 
xo - y x 


La expresión dada, se puede escribir de la manera siguiente: 


3 m 4 
Dm" ma 9" ome | (ay m m” 
[AA 
Hacemos que: (cambio de variable) 
3 3 3 
e ESA e 


Resolución: 


Luego: da” = 3 => 2 =16 
(mi) =2" m"=2 > . m=2| Rpta. a 


Ejercicio 3: Si el polinomio es identicamente nulo: 
P() =200 + 2bx —x+ 1-3 +2x + 0x-2d 


a+b+c 
d 


a)2 b) 3 c)5 d)7 e) 6 


Calcular el valor de: 


NN a A 
a 


A ———Ptenuet Coueñas aguja? 
Resolución: 


Agrupando términos, obtenemos: 


PO = (003% + (2h, 2) + (0x—x) + (1 - 2d) 


PO) = (2-3) + (2h + 2) + (0 1)x + (1 — 2d) 
a a Dc RA 
Como el polinomio e 


s identicamente nulo, sus 
veamos: 


coeficientes deben ser nulos, 


a) 12 b) 10 Cc) 7 
d)8 €) No se puede determinar 
Resolución: 


Como los polinomios Po y Q() ; son equivalentes: 


2 2 2 
3X"+mx+ — 3x = ax TX +DNX+5-—2x 
E y e 


DA la ln 
e ES == a SONO] _ 


Por Comparación de términos: 


ha-2=33 . 


=12 => -la 


co al 
Ejercicio 5: Hallar la suma de los coeficientes de : 
3 ab 2 b* a? 
M(cy;iz)=ax" —by +abz 
Si es un polinomio homogéneo. 
a) 64 b) 68 c) 72 d) 56 e) 60 
Resolución: 


Por ser un polinomio homogéneo, debe cumplirse que: 


Det: Pat? > bea-b => [2b=al... 0) 
De 2: [ab —p?l........ (1) 


Reemplazamos (1) en (II): 


(2b)=b” = 2=b" > -. EEN] 


Reemplazamos el valor de b = 2; en (l): 


2(2)=a > -. 


Luego, calculamos la suma de los coeficientes de dicho polinomio: 


E de coeficientes = a —b"+ab=4*-2%4+ 42 


Ejerciclo 6: El polinomio es homogéneo: P(x;y) = ay TY ay” 
m,n,pe Z. Además: G.R.(x) = 6 ; Hallar: "m + n + p* 


a)3 b)5 c)6 d)8 e) 10 
Resolución: 


Por ser un polinomio homogéneo , debe cumplirse que: 


3+5=m+n=4p > [pempn=as mo (1) 
a 


Además: G.R(x)=6 = [m=6 l........... (11) 


Reemplazamos (l1) en (l): 


— — 


A A A A A A 
D6 Varna Coveñas Haquiche P 
8=m+n > 8=6+n => -.. [n=2] 

De la expresión (I): 8=4p = .. 


Luego; hallamos el valor de: "m+n+p"=6+2+2=10 


Ejercicio 7: Sea: M(xy:z)=x "yz =5y "2" *2+(7—n)x2""; 


Si: G.R.(x) = 6; suma de coeficientes: cero. Hallar el G.A. (M). 
a) 8 b) 13 c) 14 d) 12 e) 16 
Resolución: 
Ñ X de Coeficientes = O 
1-5+(7-n)=0 > .. [n=3] 
x= GRpy=6  2m=8 > :. [m=3] 


Del polinomio: M(x:y:z) =x "yz —5y"z"*%+ (7 —n)xz" 


Monomio de grado: 
3m+n+2 


Luego, el grado absoluto (G.A.) del polinomio "M” será: 


SN ATTE 


Monomio de grado: 
1+4n 


Monomio de grado: 
2m+1+1 


Ejercicio 8: Calcular la suma de coeficientes del polinomio : 


2 
Po) =ax" + nx? +bx* 4 dx? ; es completo y ordenado descendente. 
a) 3 b)6 c) 2 d) 1 e) 5 
Resolución: 


Por ser completo y ordenado, se debe cumplir que : 


j) d-3=0 > ii) a+d=1 


ii) n+b=2 iv) n-1=3 


Luego, la suma de coeficientes será: 


Y de coeficientes =a+n+b+d=(a+d)+(n+b)=1+2 


Ejercicio 9: Si se cumple: 


A(x — 1)(x — 2) + B(x — 2)(x — 3) +C (x— 3Mx-— 1) =9xX — 37x + 34 
Calcular el valor de: “A + B + C" 
A)7 B)8 C)9 D) 10 E) 11 
Resolución: 


Para este tipo de ejercicios es recomendable dar valores a "x" pero que di- 
chos valores anulen términos, por decir si queremos anular el término: 

A(x - 1)(x— 2) ; "x" debe tomar valor de 1 ó 2 ; aunque ya se nos ha dicho que 
podemos dar cualquier valor. 


Para: [x=1] 
A(x — 1)(x — 2) + B(x — 2)(x — 3) + C(x— 3)(x — 1) =9X — 37x + 34 


A(1- (1 2) + B(1—2)(1 — 3) + C(1 —3)1— 1)=9(1) —37(1) + 34 
Ú a 


2B=6 > .. 
Para: [x=2] 
A(x— 1)(x — 2) + B(x — 2)(x — 3) + Clx— 3)(x — 1) = 9 — 37x + 34 


A(2- 1122) + B(2-2X(2-3) + C(2-3)(2- 1) = 9(2) - 37(2) + 34 
0 0 


-C=4 > .-.|C0=4 
Para: 


A(x— 1)(x — 2) + B(x — 2)(x — 3) + C(x — 3M(x — 1) = 9% — 37x + 34 


A(3 - 1) — 2) + B(3 — 2)(3 — 3) + C(3 - 3(3 - 1) = 9(3y - 37(3) + 34 
0 0 
2A=4 > -.[|A=2: 


Luego; hallamos el valor de: 


A+B+C=2+3+4=9 > :. [ALB40=9]| Apta.c 
Ejercicio 10: Hallar. "a + b" con la condición de que el siguiente polinomio: 
(x + 3) a + 6) + (b+ 2 — 5); sea identicamente nulo. 


a) -5 b)-6 c)-8 d) -10 e) -12 


Resolución: 


Aplicando: |(A+ By =A* + 2AB + B” |; obtenemos: 


(x + 3) (a + 6) + (b + 2 (x — 5) = (é + 6x + Ola + 6) + (b + 2)x — 5(b + 2) 


= (a+ 6)x" + 6la + 6)x + Wa +6) + (b +2x— 5(b + 2 
TE O a GN AT 


= (a +6): + [6(a +6) + (b + 2) )x + [Ma + 6) — 5(b + 2)] 
=0 =0 =0 
Por ser identicamente nulo, debe cumplirse que : 
i) a+6=0 > -. a=6 
ii) 6(a+6)+(b+2=0 > 6(-6+6)+(b+2)=0 
—o 
2. (b+2P=0 > - 
li) Wa +6) -5(b+2)=0 => A-6+6)-5(-2+2)=0 
_ y 
0 0 
O —- 0=0 (cumple) 


Luego, hallamos el valor de: "a + b” = (-6) + (-2) = -8 


Bota 


2.4 OPERACIONES CON POLINOMIOS ] 


2.4.1 ADICIÓN DE POLINOMIOS: 


Para sumar dos o más polinomios se coloca su polinomio debajo de otro 
ordenándolos en columnas de términos semejantes y luego se efectúa la 
reducción de dichos términos. 


Ejemplo á): Dados los polinomios: A=3x? - 2xy + 5y?; B= x? + 3xy - 2y?; 


hallar: A+B 


Términos Semejantes son aquellos 
que tienen la misma parte literal, y 
dicha parte literal afectada de los 


B= x2+ 3xy - 2) p mismos exponentes. 


mb A+ B=4x+xy+3y" Apta. Ejemplos: 
a) 5x8? ; -3x%y? ; 2:3y2 


b) 8xy2z3 ; 7xy2z? ; -Axy?z3 


da 


Resolución: 


A =3x? - 2xy + 5y? 


Ejemplo l:: Dados los polinomios: A = 5x3 - 2x2 + 6x - 9; B=-2x3 + 6x2 
-4x+6 y C=x3- 3x2 + 3x + 8. Hallar: A+ B+C 


Resolución: 
A= 5x - 2x2 + 6x- 9 


B=-2x + 6x?- 4x+6 + 
C= x- 3x+3x+8 
" A+B+C=4x*+ x2+5x+5 Apta. 


2.4,2 SUSTRACCIÓN DE POLINOMIOS: 


Se llama resta de dos polinomios al polinomio que se obtiene al sumar al 
minuendo el opuesto del sustraendo. 


Sean los polinomios: A y B. Entonces: A-B=A + (-B) 


Ejemplo (4): Hallar: P-Q, sabiendo que: P=6x*-3x3+ 4x2 +7x - 4; 
Q=4x' - 2x7 + 2x - 3x +7 


> o 
30. Wanuel Coveñas HaguicheS 
Resolución: 


P= 6 -3xB+4x24+ 7x- 4 
-Q=-4x0+2x8-2x2+ 3x- 7 | * 


> P-Q= 2%- x3+22+10x-11 Rpte. 


Ejemplo Ob Hallar: A - B; sabiendo que: A=9x?-5x2+x+2; B=-5x3 + 2x2 
-3x - 1 s 


e Recuerda que: y 
Resolución: Los signos de agrupa- 


ción o de colección son: 


Paréntesis () ; 

Corchete []; 

mm A-B=148-72+4x+3 Apta. Llaves  ([) y 
barra 


IEPS amar RA o 


-B= 5x- 2 +3x +1 


A= 9x3 -5x2+ x+2 | 


Observación: "Un signo de agrupación precedido del signo menos (-) 
se elimina, cambiando de signo a todos los términos escritos dentro del 
signo de agrupación". 


Ejemplo: Efectuar: 5x?+7X - 12 - (-2x? + 5x - 9) 


Resolución: —5x2+7x-12+2x?-5x+ 9 


Rpta. 


Ejemplo (Ch Hallar: A - B; sabiendo que: A = 4x3 - 5x2 + x - 8; B=-3x? - 12 


Resolución: 
A= 4x3 -5x2+x- 8 
+ 


sl DE 18 
m A-B= 43-22 +x+4 Rpta. 


Ejemplo (): Hallar: A - B; sabiendo que: A = 10x? + 7x* + 6x - 9; B =-8x + 5x3 + 4 
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Resolución: 


En primer lugar ordenamos los dos polinomios con respecto a la variable x en 
forma descendente. 


A= 7 + 10x2+ 6x- 9 
B= -58+ + 8x- 4 | + 


mo A-B= 74-53 +102+14x-13 Apta. 


-TALLERDE > 


EJERCICIOS Ne (40) 


Ejercicio 3. : ¿Cuánto le falta a 
73 + 3x - 8x? + 4 ; para ser igual a 
4x + 102 + 7x3 - 5 


Resolución: 


Ejercicio 1. : Dado los polinomios: 


A=-3 + 5x2 - 2x3 -6+x 
B= 6x?- 3x3 + 8 - 3x + 5x% 
C=9x! - 6x? + 13x - 4 + x9 
Calcular: (A + B + C) 


Resolución: 


Bpta. [11x%- 4x8 + 512 + 11x-2 


Rpta. 18% +x-9 


Ejercicio 2' : Dados los polinomios: | Ejercicio 4. : Si: 


A=3X - 2x* + 6x + 16 
B= 10x*+ 2x3 - 5x + 4 
C=-2%3 + 8x*-x34 12 
Calcular: (A + B - C) 


9% + 5x+ 3-42 +6=A+8x 4 40 
- 8-4 + 4x 


Hallar el polinomio "A". 


Resolución: Resolución: 


mear 


Apta. DIT 


Rpta. A +x+ 14 


Manuel Coveñas UaguleleÓ 


As 
EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
OPERACIONES CON POLINOMIOS 


Dado los Polinomios: 


A=-3% + 2x* - 7x2 + 8x - 9; B=5x0 - 8x3 + 10x? - 3x + 4 
C=9%% + 3-6 D=2x% + 5x3 - 4x2 

Halla: 

a)A+B= b)C+D= c)A+B+C= 
d)B+C+D= ejA+B+D= fA+C+D= 
g)A-B= h)C-D= i)(C+B)-A= 
i)(B+D)-A= k) (A-B)+C= I)(A+B+D)-C= 


Dados los polinomios: 


A=3x* - 2 + 6x3 + 8; B=7x? -4x+ 11; 

C=-7x + 5x3 D=x?-4x% +1 

Halla: 

a)A+B+D= b)A+B+C= c)B+C+D= 
d)(A-B)+D= e) (B+C)-D= N(B-D)+A= 

9) (A + B) -D= h)(A+B)-(C+D)=  ¡)(A+C)+(B-D)= 


Elimina los signos de agrupación y halla el resultado: 


a) 6x” - (3x* - 2x + 1) = b) 2x3 - (-4x - 2x3) = 
Cc) 7x2 - (Gx - 5 - 2x2) = d) 8x3 - 3x2 + 1 + (2x3 + 3x2 + 5) = 
e) 5% - (2x3 - 4) + (3? + 6) = 1) 3 - [3 + 6x7 + x - (2% + 3)] = 


9) 8x? + [-5x? - (2x2 -3x +4)]=  h)-23+5x-8-[-4 + 3x2 + (6x7 - 4x? - 2)]= 
En cada ejercicio, halla el polinomio A, sabiendo que: 


Ejemplo: 8x7 +5x2+6+A=10% - 3x2 + 2 


En cada ejercicio, halla el polinomio A, sabiendo que: 


Ejemplo: 8x3 + 5x?+6+ A=10% - 3 + 2 


Resolución: 


Pasamos los términos que acompañan a Á al segundo miembro, cambiándo- 


les de signo así: 


A=10x - 3x* + 2 - 8 - 5x2- 6 


A=2x%-8x2-4 
6 ó 
a) 3x + 6x - 4+ A =5x? - 4x + 3 
c) A+ 5x? - 10 =3x? + 6 
e) -6x3 - 4x2 + 6x + A=3x% + 2x +8 


Clave de Respuestas 


13 a) -3x5 + 7x% - 8x3 + 3x? + 5x - 5 
Cc) 6x7 + 7x* - 8x3 + 6x2 + 5x - 11 
€) -3x + 9x% - 3x3 - 2 + 5x - 5 
9) -3x - 3x* + 8x - 17x2 + 11x - 13 
i) 12x + 3x* - 8x3 + 20x? - 11x + 7 
k) 6x5 - 3x* + 8x3 - 141? + 11x- 19 


e a) 4 + 6x3 + 6x? - 4x + 20 
Cc) -4x% + 5x3 + 8x2 - 11x + 12 
e) a+ 5 + 6x2 - 11x + 10 
9) 7x* + 6x7 + 4x2 - 4x + 18 
] 744118 + 4 - 11x+ 18 


(3) a) 3x + 2x- 1 b) 44 + 4x 
d) 10x3 + 6 e) 6 +10 
9) 2 +3x-4 h) -11 +62 -6 


Apta. 


b) A+ 7 - 4x = 5x3 - 2x 
d) 7x3 - 8x? - 3x - A=2x3 + 4x? - 13 
1) 2-D3+4x+5-A=-3x +3 -2x 


b) WM + 2x% + 5x3 -x2- 6 

d) 9x5 + 7x%- 3x3 + 9x2 -3x-2 | 
f) 6xP + 4x0 + 5x3 - 8x? + 8x - 15 
h) Dm - 2x* - 5x3 +7x?- 6 

) 3% + 5 - 33 + 13 - 11x + 13 
1) 12% + 9x% - 33 - 4x2 + 5x + 1 


b) 3x*+ 11 +52 - 11x + 19 
d) -x“ + 6x3 - 8x? + 4x - 2 

€) 7 + 6x7 + 4x2 - 4x + 18 
h) 7x4 43 + 4% + 3x + 18 


Cc) 9x? - 6x + 5 
f) 8x* - 6x? - x + 3 


ma Marat Covers Maguila O 


(4) a) A=2x? - 10x+ 7 b) A=-23 + 2x 
c) A=-22 + 16 d) A=5x - 12x? - 3x + 13 


e) A=%WM% + 4 - 4x +8 f) A=5x - 10x3 + 6x + 5 


LL IS 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Y 


as Sabiendo que: A=2x? - 5x+ 1; B=x?+3x-1 y C=2-x+3x 
Reducir la siguiente expresión: 2A - [2B - C + (3A - C + 2A)] 


A) 2x? - 5x + 1 B) 2x2+x+1 C) -2x? + 7x + 3 
D) 6x2 - 2x +7 El +x-3 
Resolución: 


. En primer lugar, reducimos la expresión incógnita: 


4 


2A-[28-C+(3A-C+2A)] = 2A-[2B-C+(5A-C)] 
2A -[2B-C+5A-C] 
2A-[SA+2B-2C] 
2A-5A-2B+2C 


-3A-2B+2C 


$ 


. En segundo lugar, reemplazamos los valores de A, B y C en esta última 
expresión: 


-3(2x —5x+1)-2(Ó +3x-1)+2(2-x+3x) 
= xk +15x-3-2x —Ex+2+4-2x+ 8% 


= La +7x+3| Rpta. C 


O) sita citerencia entre: (2x + Ex? - 2x) y (4x - 2x2 + 2), se le resta (2x2 + 3x - 
1). ¿Cuánto hay que agregar a la diferencia para obtener: (-2x3 + 2x? - 2x + 2). 


A) -10x? + 3x + 3 B) 10% - 7x +1 C) 8x? + 3x - 2 
D) 12x? - 5x -3 E) 7? + 5x - 3 
Resolución: 


. En primer lugar, hallamos la diferencia entre: (2x3 + 8x2 - 2x) y (4x9 - 2x2 
+ 2), veamos: 


Diferencia = [(2x3 + 8x? - 2x) - (4x3 - 2x2 + 2)] - (-2x2 + 3x - 1) 
€ A) 
Diferencia = -2x3 + 12x? - 5x - 1 


. En segundo lugar, llamemos "S" lo que hay que agregar a la diferencia 
para obtener: (-2x? + 2x? - 2x + 2); osea: 


(2 +12 -5x-1)+S = (-2x +2x —2x+2) 
S = (2 +2 -2x+2)+2x -12x2 + 5x + 1 


AAA : 
|¡S = -10x  +3x+3 | Rpta. A 


[3.) ¿Cuánto hay que sumarle a "M" para que sea igual a la diferencia de P y Q?. 


M=1-4x-2x? ; P=3x?-6x-8 y Q=5x2+x-10 
A) 1 - 3x B) 2x + 3 C) 5x D) 2 - 6x E) 3 - 2x 
Resolución: 


. Sea "S" lo que hay que sumarle a "M" para que sea igual a la diferencia 
de P y Q; veamos: 


(1-4x-2x)+8 = (3x -6x-8)-(5x" +x-10) 
1-4x-2x +S = -2x -7x+2 


S = 2% Tx 2A+4x3 2 


'S=1-3x! Rpta.A 


O haiar (F-E) + (8xy - 3y2), sabiendo que: 


E = 15x?y - 12y2x - 1Bxy ; F=16xy + 7x?y - 9y2x 
A) 8x*y B) 16xy C) 34xy D) y?x 
Resolución: 


. En primer lugar, hallamos (F - E): 


| 


F-E = (16xy+7x y-9y x)-(15x y-12y x-18xy) 


F-E = 34xy- 8x y + 3y x 


Luego, hallamos: (F - E) + 8x?y - 3y2x. 
4 


(34xy - BxÍ + 322) + 8% - TU = 34xy | Rpta. C 


E) N.A. 


Q . M=- (a 22 ÓN => (9.22) señale en cuánto excede (M - N) a 


(N - M) 

A) -1/7 B) -23/7 C) -18/7 D) -41/7 
Resolución: 

Incógnita: En cuánto excede (M - N) a (N - M) 
Incógnita: (M-N)-(N-M)=2(M-N)  ...(1) 


Luego; calculamos: "M - N": 


M-N ds (2.221)! (9.221) 
7 6 2 3 


MIN [testj=2 (22) 


TCoJTaua 
mis ¿2tl Oia sl? (1068) 
42 6 42 
Mon =< FAT -— Mau a) 
“42 14 14 


Reemplazamos (ll) en (1): 


incógnita: 2 (M-N) = 2-2) 2 


E) -98/7 


=> es 
2.4.3 MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS: 
El producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene multipiicando 


el polinomio multiplicando por cada término del polinomio multiplicador y su- 
mando tos productos parciales. 


Recomendaciones para multiplicar polinomios: 


1”. Se completan y ordenan los polinomios con respecto a una sola 
letra o variable (en forma descendente); en caso falte un término 
este se completa con un cero. 


2”. Semultiplican cada uno de los términos del multiplicando por los 
del multiplicador y en cada resultado obtenido; se desplaza un 
término con la intención que las expresiones aparezcan en forma 
ordenada para luego reducir términos semejantes. 


Ejemplo (4): Multiplicar: (5x? - 3x + 2x1 + 6) (3x2 - 4x + 2) 
Resolución: 


Ordenando y completando, el polinomio multiplicando, se obtiene: 


2% +0 +5x% -3x +6 


DÉ -4dx +2 


6xX +0x + 15% - 9% + 18x? 
(Productos - 8x5 - 0xf -20x3 +12x2- 24x 
Parciales) 
+ 4x% + 0x% +10x2- 6x +12 


6x -8 +19: - 209% +40? -30x+12  Rpla. 


Ejemplo (2) : Multiplicar: A= 7x3 - 5x +2 por B=2x?+ 5x -1 
Resolución: 


Ordenando y completando el polinomio multiplicando (A); se obtiene: 


A=78 + 0x? - 5x +2 


ES 


B= 2x2 +5x-1 


- 143 + 0x%- 108 + 4x2 
+ 35x + 0x3 - 25x? + 10x 
- TR- 0x2+ 5x-2 


: 9 
¿'A.B= 147 + 35% - 17% - 21x? + 15x - 2 Apta. 
PROPIEDADES: 


12, El grado del producto estará determinado por la suma de los grados de los 
factores. Ejemplo: 


Grado del Producto: —(x%- 8x3 +3x?-6x + 5) (2-5x+3)=4+2=6 
_————_ ————_—— 
¡; Grado del primer Grado del segundo . 
factor = 4 + Y factor = 2 


22,  Eltérmino independiente del producto estará determinado por el producto de 
los términos independientes de los factores: 


Término independiente del producto: 
Le - Bix + 3 - Ex + 5) (2 - 5x+3)=5.3=15 
Tl.=5 Tl. =3 


32, Al multiplicar polinomios homogéneos, el producto será otro polinomio homo- 
géneo. Ejemplo: 


Multiplicar: (2x3 - 5x?y + 3xy? - y?) por (3x? - 4xy + 3y?) 


Resolución: 
2x7 - 5x*y + 3xy?- y?  ...Polinomios homogéneo de grado 3 
3x* - 4xy + 3y?  ...Polinomio homogéneo de grado 2 


6% - 15x y + 9éy?- 3xy? 
-8x1y + 20x y? - 12x2y? + 4xy" 
+ 6xBy? - 15x?y? + 9xy* - 3y5 
6x5 - 23xty + 35x%y? - 30x*y? + 13xy* - 3y* ...Polinomio homogéneo 
2” á de grado 5 


=Z Ma eE cl a — EN 
MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS POR EL MÉTODO DE COEFICIENTES 
SEPARADOS 


- Este método se emplea cuando los polinomios estan en función de una sola 
variable, o polinomios homogéneos con dos variables. 


- Este método consiste en trabajar solamente con los coeficientes, teniendo en 
consideración las reglas del método anterior. 


Ejemplo: Multiplicar. (2x* - 73 + 3? - 5x +2) por (5x2? - 3x3 + 4) 
Resolución: 
Ordenamos y completamos el polinomio multiplicador osea: 
5 - 33 + 4 =-33 + 5x2 + 0x + 4 
Luego: — (2x%-7x3 + 3x? - 5x + 2) por (-3x3 + 5x2 + Ox + 4) 
DNA -5. 2 ...«Grado 4 


3 5 0 4 ...Grado 3 


-6,,21 -9.15,,- 6 
10 -35 15 -25 10 
0 0 0 0 O 
ge -28 12 -20 8 


6 31 -44 38 -59 22 -20 8 .-«Grado 7 


Luego, el producto es: 6x7 4 31xÉ - 44x5 + 38x - 59% + 22? - 20x + 8 


TALLER DE y 
EJERCICIOS N2(11) 


1. Efectuar la multiplicación de los polinomios: 


a) (5x + 2y) (4x - 3y) = b) (3x? + 5x) (2x + 3) = 
lc) (Mé + 4x2 + 8) (é - 2) = d) (-5x? + 6x + 9) (2x2 - 7) = 


e) (2 + 8x- 5) (3x + 11) = ) (242) (Ex+s] e 
| 5 373 


9) (14-37 40) (Mé -3x+1) = h) (éy-1x) (7 y-8y) = 


i) (Ay - xy? + 2xy9) (y - 3xy? + 4y9) =| 5) (4 - 2 + x? - 3x) (5x7 - x + 2 


2. Efectuar la multiplicación de los polinomios: 


a) (é - 3x+ 1) (x + 3) = b) (4-23 + x + 6) (2 - 2) = 
c) (-2éy + Ay? - 5xy?) (4x -5) = d) (5x? - 2x + 3) (2x2 + 6x + 1) = 


€) (2x + 3y + z) (3x - y + 22) = 1 (3x + 2) (x + 4) (2x - 1) = 
9) (5x + 3) (2x - 1) (3x + 4) = h) (é + x + 2) (x + 3) (x - 2) = 
i) (DÍ + 3x) (x +7) Pé - 2) = ) 09 - 2x2 + 4) (2 + 2) (x - 3) = 


3. Efectuar: 


a) (0,5 x + 0,6y) (0,2x - 0,4y) = b) (0,3x2 - xy) (0,8x + 0,2y) = 

Cc) (0,9x3 - 0,2x + 3) (0,2x? - 6) = d) (0,8x?y - 0,2xy?) (0,4xy - 0,3y?) = 
e) (3a* - 2% +1 - ax*2) (2a** 14 42) = | f) (-4b*-1 + 6b*-2) (-5b? + 2b? + 5) = 
9) (2873 - 5x22-2 4 y2a- 1) (3x2 - 4x) =| h) (5:97 1 + 2:32) (-4x8 +2 - 6x3) = 


.4.. Completa la tabla escribiendo el producto: 


e 


lá B 


2a* - 5a? - 3a 


A er z 
0. AT Pa o 
YEARS 


6aS - ad + 2a? 


7a?-2a+5 


5. Multiplicar: 


a) (5x* - 2x5 + 3x2 - 6x + 1) (3x? - x3 + 6) 
b) (24 - 3x + 8x7 + 6) (3 + 2x3 + 2x) 


Cc) (8x? - 5x8 + 3x + 4x3) (2x? - 3x* + 5) 
d) (O - 24454 +2) (8 + 3D) + 6x + 3) 


€) (3x? + 6xy + y?) (4? + 3xy - 2y2) | f) (-2xy + y? - 6x2) (-2y? - xy + x?) 


9) Péy? - 2x Py" + xy") (5x*y + 2y) | h) (5x7 + 6x%y - 3xy?) (2x - y”) 


PAN 
SRESTUESTAS TALLER UY R 
MIDA sx Da AS 


RIN 


20x? - 7xy - 6y? 

6x3 + 19x?2 + 15x 

7 + 4x* - 14 - 16 

-10x% + 12x3 + 53x? - 42x - 63 
3 + 35x? + 73x - 55 
2,3,133,2 

3 Mya 


—=x +2x 


2x 


; as ¿ne ¿141,2 —-27x+9 
2 4 4 


Tx "y -Exy- ex y +2xy 


2xy? - 11x y? + 25x8y* - 26x2y5 + Bxy? 
20x8 - 14x8 + 13x5 - 13x* - 5x3 + 5x2 - 6x 


3 - 8x +3 

Xx - 215 - 2x4 4 5 + 6x2 - 2x- 12 

-8xty - 10x3y + 16x%y? - 20x2y? - 20x2y? + 25xy* 
10x* + 26x7 - x? + 16x + 3 

6x? + 7xy + 7XZ - 3y? + 5yz + 22? 

6x3 + 25x? + 2x - 8 

30x3 + 43x? - 5x - 12 

x* + 2x9 - 3x? - 4x - 12 

2 + 17x* + 17x3 - 34x? - 42x 

Xx - 5x5 + 8x* - 6x3 + 8x - 24 


0,1x? - 0,08xy - 0,24y? 
0,24: - 0,74x2y - 0,2xy? 
0,18x3 - 5,443 + 0,6x? + 1,2x - 18 


0,32x3y? - 0,32x?y? + 0,06xy* 

«Dax +3_ Ba?" +2 4 Da?x+ 1 A 122? 

20b* +2 - 38bX+*1 + 12b* - 20bX- 1 + 30b*-2 
3x2a+1 - 19x2 + 26y2a 1 - gx2a-2 


-8x42+2- 920x481. 12438+3  30xds +2 


2% -11x7 + 15x8 - 15 + 45x* - 1% + 21x? - 36x + 6 


16x8 + 18x7 + 11x8 + 4x" + 12x3+ 18x? + 12x 

15x10 - 10x8 - 12x7 - 49xÉ - x5 + 16x" + 26x7 + 40x? + 15x 
3x10 - 6x2 - 18x8 -x7 + 11x% + 3x5 - 42x* - 19x3 + 4x2 + 15x + 6 
12” + 33x%y + 16x?y? - 9xy? - 2y* 

Ex + 4x3 + 15x2y? + 3xy? - 2y* 

5x3y9 - 10x%y* + 2x3y* + 5x3y5 - 4x2y5 + 2xy8 

-10x8 + 12x%y - 6x "y? + 5x%y? - 6x?y? + 3xy* 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 
Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


sr un muros mn vc 


“3 Dado los polinomios: P =5x + 6x' - 1Q=x+ = ¡R=2x? 
El producto de P. Q.. R; es: 
A) 12% + 6 + 10x% + 3x? - x? B) 12x* - 6x3 - 10x* - 3x? + x2 
C) 12% + 7x3 + 10x* - 3x3 - x?2 D) 12x% + 6x5 + 10x* + 4x3 - x2 
E) 12x* - 7x5 - 10x* - 4x3 + x? 


Resolución: 


> En primer lugar, hallamos el producto: P . Q: 


P= 6x3 + 0x2 + 5x - 1 El Polinomio =p”; se ha comple- 
Q= x+ 1/2 ¡| tado sus términos con un cero; 
A veamos: 


6x* + 0x7 +5x?2 - x | er 
PO: Xx 4 3x8 4 5x? + 3/2x - 1/2 ; Este resultado lo multiplicamos 
R: , con, R = 2x?; veamos: 


POR: 12 +65 +10+3-x2| Bpta. A 


12.) Hallar: S = (3A + B) . C ; si se sabe que: 


A=x+1; B=2x+2 y C=x?+2x-1 


A) 5x3 + 15x? B) 3x* + 10x? - 5x +5 C) 5x3 + 15x2 + 5x - 5 
D) 3x3 + 15x? - 5x +5 E) NA. 


Resolución: 
. En primer lugar, hallamos: (3A + B). 
A=x+1 nd 3A =3 (x + 1) = 3x+3 
= 2x+2 
3A + B = 5x+5 


. En segundo lugar, hallamos: (3A + B) . C 


C= x2+2x-1 


5x4 5x2 
+10x? + 10x 
- 5x-5 


(BA+B).C=5x+15%+ 5x-5  Rpta.C 


An 5x +5 


Dado los polinomios: A DRA 1; By = 27 4x1 y Cy) = 4X + 3, 


Hallar: [Aj - Biz + Cp] Cy. ? Dar como respuesta el coeficiente del término de 
grado dos. 
A)8 B) 14 C) -10 D) 22 E) 15 
Resolución: 
. En primer lugar, hallamos: = 2 4+0x2+X+1 
Aba” Bio - 807 28 - + l 
Ay)" By = 2042882 


. En segundo lugar, hallamos: 
Apo" Biz + Cro 

t= Ax +3 

[A 


As” Bro = 23 + 2x2 + 0x+2 K 


vo" Brg+ Cp15 ¡ADA xD 


A tara Erucias Maguila O 


. En tercer lugar, hallamos: [A¡,, - By + Cog] Ci 


[Ajo * Big + Co ls 24274 4x0 +5 
Cr) = 4x +3 


8x* + 8x3 + 162 + 20x 
+6%+ 6x2+ 12x+ 15 


= 8 + 148 + 22 + 32x + 15 


| Término de 


t Grado 2. 3 


[A 


vo" Bra + Ci] O 


6) 


El coeficiente del término de grado dos es: 22 Rpta. D 


La) Halle el producto de aquellas expresiones siguientes, que son fraccionarias. 


] y “aya! 3/x 
Ego = 2%; Q= (e > ) ¿E TS 
3x 
A) -2x* B) x C) -2x” D) x37/6 E) -2x 198 
Resolución: 
F.-Q -P 
e) (9. 0 


5.) Al multiplicar los polinomios: Ay, = 2X - x? + 2x - 3 y Bj, = 3x? - 6x? + 1 
Señalar el menor coeficiente del polinomio producto. 


A)2 B) -21 C) -12 D) -3 E) 6 


FC Matemática BP] 


Resolución: 
. Los polinomios dado, completamos sus términos con ceros, veamos: 
Aj] = 2 - 0xÍ - x? + 2x-3 
Bi) = 3x* - Ex? + 0x + 1 
Ex” - 0xé- 3x5 + 6x4 - 9x3 
-12x8 + 0x5 + 6x% - 12x3 + 18x2 


0 0 0 0.0 
2x*- 08 - 1x2+2x-3 


Av: Bi) = 6X - 12x - 3x5 + 14x% - 21:84 17x2 + 2x- 3 


Mii menor coeficiente 


El menor coeficiente del polinomio producto es: -21 Rpta. B 


6.) Dados: A = (2 + 1) (8 +x- 1); B= (2 - 1) (8 - x+ 1); C=(2x -1) (2x2 + 1) 
Sumar "C” a la cantidad que excede "B” a "A”. 
A) 2x + 1 B) 1-2x C) 2x - 1 D) -2x - 1 E)x-2 
Resolución: 
A=(2+1)(8+x-1)=x5 + 2d 12 42-24 Xx 1 
B=(2-1)08-x+1)=-+x2- ex 12  x5-2x 4x2 4 x-1 
. Cantidad que excede "B” a "A"; es: "B - A" 

Luego: B-A=(8- 2% +x2+x-1) - (+ 2x8 - x2 4 x-1) 
¿B-A=-4 + 2x? 


Luego, hallamos: (B - A) + C: 
(B - A) + C = (4 + 2x2) + (2x -1) (2x2 + 1) 
= Re ÓN ARL 


(B-A)J+C=2x-1' pta.C 


ás] tac _Wanuel Coueñas Naquicho Ó 


244 PRODUCTOS NOTABLES: 


Reciben este nombre aquellos productos que se pueden determinar directa- 
mente, sin necesidad de efectuar la operación de la multiplicación. El estu- 
diante no sólo debe saber demostrar dichos productos; sino deberá 
memorizarlos, de tal modo que pueda reconocer tanto el producto a partir de 
los factores, como los factores a partir del producto. 


CUADRADO DE LA SUMA DE DOS MONOMIOS 


De la figura mostrada, hallamos el área del cuadrado de lado: (a + b) 


Areal_|ABCD=(a+b)?  ...(1) 
Pero: 

Areal_]ABCD =A, +A,+A,+ A, 
Area[ ] ABCD = a? + ab + ab + b? 
Areal_JABCD=a?+ 2ab+b?  ...(2) 


Igualamos (1) y (2): 


(a+b?=a+2ab+b? | 


e j 


Este resultado se enuncia diciendo: 
"El cuadrado de la suma de dos monornios es igual al cuadrado 


del primero, más el doble producto del primero por el segundo, 
más el cuadrado del segundo monomio". 


Observaciones: 


i)  Elsegundo miembro de esta igualdad: (a + b? = a? + 2ab + B?; se 
denomina trinomio cuadrado perfecto. 


ti) El resultado: a? + 2ab + b?*; también se obtiene efectuando el pro- 
ducto (a +b) (a + b) 


iii) (a+b?=(b + a? =0? + b? + 2ab 


> mr 1 AAA 


EJERCICIOS DE ÁPL APLICACIÓN y y 


Ejercicio (4): Efectuar: (2a + 3b)? 


Recuerda que: 


Resolución: 
nu n n 
(2a + 3b)? = (2a) ? + 2 (23) 0) + (3b)? A 8 
(2a + 3b? = 40? + 12ab + 9? <a 
Ejercicio (6) : Efectuar. (x + 5)? 
Resolución: 
(x+ 5? =x2 + 2 (2) (5) + (5)? "mb (x+5)?=x2+10x +25 4 
Ejercicio (3): Efectuar: (Va x+2)' 
Resolución: 2 2 2 
(v3 x+2)" = y x) +2 (13 x) (2)+2 


(V3 x+2) = Py? +4 43 x+4 


E 
(Va x+2)” = 3x Lasa xa y. 


Ejercicio a): Efectuar: (3xy? + 4z)? 


Resolución: 


2 
(Say? +42) 


2 
(597) +2 (sx?) (42) +(42)* 
CESEN 
e A 
(a +42) = 9x y" +24xy 2 +162% <a: 
Ejercicio O: Efectuar: (5x + 3y2z*)? 


Resolución: 


2 2 
(sx+3y*z*) (5x)* +2 (5x) (8yiz* )+(ay?2*) 
2 4 y? 2 2_4 4_8 

(5x+3y z ) = 25x +30xy z +9y z 


2 ' 
(sx+3y”2*) = 25x" +30xy z' + z Juan 
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poh 
Ejercicio (6) Efectuar: ES +5y] 
3 


2 el Pu 
Resolución: > 2 J LB B” 
a ” —— 

55 1 CA 
estar La a as (a) AR 
Pi pa = a +2 ES Fi + y 

hd a ES iS Y a 
2 
= (3) p4) (e (oyy+[3) (y) 
, 3 A 3 2 2 ) 
12 5 145% 95024 
x += = —X +Ex y+— yo: 
E >) A | 


De la figura mostrada, hallamos el área del 
cuadrado de lado (a - b). 


Area[_] ABCD = (a - b)?  ...(1) 
Pero: 
Area[_] ABCD = Area PRMA - A, - A,- A, 


Area[] ABCD = a?- (a - b) b - b?- (a -b)b 


D 
(a - b) b 
DS p TE y =a?- ab +4 - p* - ab + b? 


Area[l JABCD=a?-2ab+b?  ...(2) 


Igualamos (1) y (2): 


¡la-b?=0?-2ab +t? | 


Este resultado se enuncia diciendo: 


"El cuadrado de la diferencia de dos monomios es igual al cua- 
drado del primero, menos el doble producto del primero por el 
segundo, más el cuadrado del segundo monomio". 


as AURA en AFI AA is 


Observaciones: 


i) El segundo miembro de esta igualdad: (a - bP = a? - 2ab + b?; se 
denomina trinomio cuadrado perfecto. 


ii) El resultado: a? - 2ab + b?; también se obtiene efectuando el pro- 
ducto (a - b). (a-- b). 


iii) (a-b?=(b- a) =a? + b? - 2ab 


[EJERCICIOS DE APLICACIÓN | 


Ejercicio (: Efectuar: (x - 3y)? 
Resolución: 


(x- 3y? = x? - 2 (x) (3y) + (3y)? 


(y? =x - 6xy + 9y? | <a 


Ejercicio e; Efectuar: (5x-V7y]' 


Resolución: 


(5x-V7y)” = (5%) -2 (5%) (V7y)+(V7y)' 
“| (5x-7y)' = 25x O xy Ty <a 


Ejercicio (8): Efectuar: (va (2 y) 
Resolución: 
a] (e) 
py 2 1342 y +12) y? 


(va o -/2 y) = 3x" -2 6 Pa! <a 
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2 
Ejercicio (a): Efectuar: (8+ 1) 
4 
Resolución: 
2 2 
El TS 
3 4 3 3 4 4 
5 tay 52 1 1 E 
ITA 
3 3 2 4 
2 2 
5 4 552 1 2 
= cal )3s Y 
52 E 25.4 5.2 1.2 
y]. E MT 
E 4 ) 9 6 16 Ma 


(a - b)? = (a + b)2 
Demostración 
ba -b)? =[(-a) + (-b)P 
= (a)? + 2 (-a) (-b) + (-b)? 
= a? + 2ab + b? = (a + b)? 


La - b)? = (a + b)? 


A e A 


A 
Ejercicio (5): Efectuar: (0,2 x? - 0,5 y?Y? 


Resolución: 
2 2 2 
(0.2x" -0.5y”) = (0,2x”) 2 (0.2x” ) (0.sy? )+(0.5y”) 


(0,2)*(x* y -2 (0,2) (0,5) xy +(0,5)* (y? y 


2 ] 
(0.2x* -osy” ) = 0,04x” —0,2x y +0,25y qu 


EC Matemática Bl 


(8) PRODUCTO DE LA SUMA DE DOS MONOMIOS POR SU DIFERENCIA 


De la figura mostrada; hallamos el área 
de la región sombreada (A). 


A = base x altura 

A = (a + b) x (a - b) 

A =a (a - b) + b (a - b) 
A=2 - ab + pa - b?; 


Pero: ab = ba 


Entonces: A=e?2-b? 


(a +b) (a-b)= a?-b? ] 


Este resultado se enuncia diciendo: 


“El producto de la suma por la diferencia de dos monomios es igual al 
cuadrado del primero menos el cuadrado del segundo". 


Observaciones: 


i) El segundo miembro de esta igualdad: (a + b) (a - b) = ar e”; Bisel 
denomina Diferencia de Cuadrados. 


ii) (a+b)(a-b)=(a- bd) (a + b) = a? - b? 
tii) al-bexb?- a 
iv) (a-b?xa-b? 


Ejercicio (: Efectuar: (3x + y) (3x - y) 


Resolución: 
(3x + y) (3x - y) = (3x)? - y? 


(8x +y) (8x- y) =9 > y? an 


By  ManutCoeias Naquicheó 
Ejercicio E): Efectuar: (5xy? + 222) (5xy? - 22?) 
Resolución: 
(Sxy* +22 ) (Ssxy* -22* ) E (Sxy* y -(22* y 
Ñ rx (y ]: ay (2? y 
(Sy? +22*) (sy? =97% ) E 25x y" car ol 


Ejercicio 6): Efectuar: (Sy +12) (So -12) 
2 4 2 4 


Resolución: 


Ejercicio (A): Efectuar: (v5 xy + 12 2) (v5 xy - 2 2) 
Resolución: 

(15 ya vz 2) (V5 y-12 2) = (vs y) (42 2] 
(0 


tl 


o (e (U) 


= 5x y -22* <a 


(4) SUBO DELA SUMA DE DOS MONOMIOS ] 


(a + DJ? = (a + b) (a + b) (a + b) 


= (a + bY? (a + b); pero: (a + b)? = a? + 2ab + b? 


EL WMHatemácica Bl 


= (a? + 2ab + b?)a + (a? + 2ab + b?) b 
= a? + 2a?b + ab? + ab + 2ab? + b3 


' (a + bJ? = aó + 3a?b + 3ab? + b? : 


Este resultado se enuncia diciendo: 


"El cubo de la suma de dos monomios es igual al cubo del pri- 
mer monornio, más el triple del cuadrado del primero por el se- 
gundo, más el triple del primero por el cuadrado del segundo, 
más el cubo del segundo monomio". 


- 


- EJERCICIOS DE APLICACIÓN. 


Ejercicio (m: Efectuar: (2x + 3y)3 


Resolución: 
(2x + 3yP? = (2x)* + 3 (2x)? (3y) + 3 (2x) (3y)? + (3y)* 
= 23 (x3) + 3 (22x?) (3y) + 3 (2x) (3?y?) + 33y3 


(2x + 3y? =8x? + 36xPy + 54xy? + 27y% | «m 
3 
Ejercicio E: Efectuar: (+2) 


(5-2) E) Alo QRO] 


Resolución: 


3 2 2 3 
e toy aX) Mz | ¡Ya 
64 16 4 3 27 


Ejercicio (8): Etctuar: [2ay* +42 2* ] 

Resolución: 

700] 2) a a pray (0) 
[2] yz ay [272 )+ (12) 2" 
yaa Lety dz (ay Y2") 272" 


(Ba +22) E 3 ly yz +4 z +2/2z  «m 


said RE 22) 


(a - b)? = (a - b) (a - b) (a - b) 
pues” > abia 


(a - bY? = (a - b)? (a -b), pero: (a -b)? = a? - 2ab + b? 
(a -bY? = (a? - 2ab + b?) (a - b) 
(a -b)? = a (a? - 2ab + b?) - b (a? - 2ab + b?) 


(a -b)? = a? - 2a?b + ab? - a?b + 2ab? - b? 


(a - DP = a? - 3a*b + 3ab? - b? 


Este resultado se enuncia diciendo: 


"El cubo de la diferencia de dos monomios es igual al cubo del 
primer monomio, menos el triple del cuadrado del primero por 
el segundo, más el triple del primero por el cuadrado del segun- 
do, menos el cubo del segundo monomio". 


. ds > MESE ESPINAS MO 1 2: MIRATE 


EJERCICIOS DE A A 


AS +] 


PLICACION - 


Ejercicio (d: Efectuar: (x - 5)$ 


Resolución: 


Qu 59 =x3 - 3 (5) + 3x (5)? - 53 
¿es = 2 - 15x2+75x-125: qm 


Ejercicio E Efectuar: (2xy? - 32*)3 


Resolución: 


3 
(2y* -3z* ) 


(0) -a(29")(0Jea(2 Jar] 0] 
py (paty? ES )(oy? (3%2* )atz” 


: 3 
" (2? -32*) = 8x y -36x y*z* +54xy z. -27z | pom 


3 
Ejercicio (8): Efectuar: (x -2) 


Resolución: 


rosa 
x 

= 

l 
ma 
¡E 
[A] 

1 
OS 
a 
SA 
w 

U 

w 
A 
He 
XT 
N 
AA 
no 
<= 
sa 
w 
OS 
*x 

ra 
=> 
rosa 
N | 
E 
o 

I 
OS 
Na 
E 
19] 


Ú 
*x 
Ñ 
l 
w 
x 
lo] 
+ 
0) 
*x 
de 
TS 
ho 
l 
|. 


3 
Ejercicio Q): Efectuar. (2-2) 


Resolución: 


pa y 
rs 


1 


3 H 
Ta 1 EG alas Led) 2 1 
a A A 
E z) 2 Tis 25 a e 


Ejercicio (5): Efectuar: (-3x - 2)? 
Resolución: 


(-3x -2)8 = (3x +2) (La - b)? = -(a + by? 
= -[1(8x)? + 3 (3x)? (2) + 3 (3x) (2)? + 23] 
= -[27x3 + 3 (9x2) (2) + 9x (4) + 8] 
= (273 + 54x? + 36x + 8] 


Demostración: 

(-a - by? = [a + b)P 
bianadi— . (a - bJ? =[-1 (a + b)P 
(-3x - 2)3 =-27x3 - 54x? -36x-8 qu (a - DJ? = (19% (a + by 
Sn A 5 (a - bJ? =-1 (a + by? 


- (a - bj? =-(a + bJ? 


A e A o 


Recomendación: 


Cuando la suma de dos monomios (a + b) ola diferencia de dos monomios 
(a - b), están elevados a un exponente mayor que 3 es recomendable 
aplicar la fórmula de binomio de Newton; siendo esta: 


n_n 


n(n-1 n-t(n-2) n- 
(x+a)” al +=—X ¿1 de s APRA o H 7. E 
1 


a -+a 
12 1.2.3 
Donde: e "x" y "a" son diferentes de cero. 


e "n"es un número entero positivo. 3 


ri de o A A NN 
EE DE APLICACIÓN 
Moa Ud SAO o Md 


Ejercicio (m: Efectuar. (x + 3)* 


Resolución: 


Aga 408 e e 
—2x + 
1-2 


(x+3)* = 3 (3)+ (3) + al Ena 3-2- LA 4-4 


12.3. 1-2-3- rs 
=x* +12x +6x" (9)+4x (27)+x" -(81) ; pero: il 


(8) 


! (+3) = x +12x +54x +108x+81  «m 


Ejercicio R: Efectuar: (x + 5)2 


Resolución: 
(1+5)% =x O AE 
1 1-2-3 
6-5:4-3,54/g1,6-6:432,05/65,654321,06/¿0 
12-34 1.2-3-4:5 1:2-3.4-5:6 


(x+5)% = x" +6x (5)+15x (5) +20x (5) +15x” (5)* +6x(5) +(5)” 


| 
-  (u5)? = x0 +30x +375x" +2 500x” +9 375x” +18 750x+15 625, 4un 


Ejercicio 'O% Efectuar: (y - 2)5 

Resolución: 

La expresión: (y - 2)? se puede escribir así: [y + (-2)]5 
Luego: 


[ly+ (21 


1 5.4 5-2 2,543 2d 
12.3 


y iria 52) 45 Ymi(=2) at 
12 


5.4-3-2 54 4 5-4.3-2-1 5-5 5 

A a A 
1.2.3.4 1-2-3.4-5 

= y +Sy (-2)+10y (2) +10y (2) +Sy (2) +y "(2)" 

y” -10y” +40y —80y” +80y+1 (-32) 


- [y+2)? = (y-2) =y” —10y" +40y” —80y” +80y-32 que 


(| Propiedades del desarrollo de (x + a)"; donde: ne z* 
1. El desarrollo de (x + a)” tendrá (n + 1) términos. 


2. Sila base es el binomio suma, los términos del desarrollo serán todos 
positivos, así: 


Ara" =+,+4,+, +] 


se 


Pero si la base es el binomio diferencia, los términos del desarrollo serán alterna- 
dos (positivos los de lugar impar y negativos los de lugar par), así: 


SAS y e y y 
A URI PA DARAS IRAN MG RIOS € 


De la figura: 
Areal_JABCD=A,+A,+A,+A, 
Area [J ABCD = xb + 1? + ab + ax 
Area CC] ABCD = x?2 + ax + bx + ab 
a A 


(x + a) (x+ b) =? + (a + b)x + ab 


(+ a) (+ b)=x2+ (a + b)x+ ab | 


Este resultado se enuncia diciendo: 


"El producto de dos binomios con un término común es igual al 
cuadrado del término común, más el término común con un co- 
eficiente igual a la suma de los términos no comunes, mús el 
producto de los términos no comunes". 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN * 


Ejercicio G: Efectuar: (x + 4) (x + 3) 


EC Matematica El 


Resolución: 


(«+ 4) (x + 3) = x? + (4 + 3)x + 4 (3) 


+ 4) (043) =2 + 7x + 12 Jan 


Ejercicio G) Efectuar: (x + 2) (x + 5) 


Resolución: 


(+ 2) (x + 5) =2 + (2 + 5)x + 2 (5) 


(+ 2) (+ 5) = =x2 + 7x +10 <a 


Ejercicio 6: Efectuar: (x - 6) (x + 1) 


Resolución: 
(x - 6) (x+ 1) =x? + (6 + 1) x + (-6) (1) 


(x- 6) (x+ 1)=x2-5x-6 <a 


Ejercicio (8): Efectuar: (x + 7) (x- 3) 


Resolución: 
(+ 7) (x - 3) =x? + (7 - 3)x + 7 (-3) 


13 + 7) - 3)= e + dx 21 qeu 
Ejercicio 6): Efectuar: (3x + 1) (3x + 4) 


Resolución: 


(8x + 1) (3x + 4) = (3x)? + (1 + 4) 3x + (1) (4) 


-(8x+ 1) (8x + 4) = 9x2 + 15x + 4 <a 


Ejercicio (6): Efectuar: (2x + 7) (2x -3) 
Resolución: 


(2x +7) (2x- 3) = ax + q -3) 2x + 7 (-3) 


S Si ex + 7) (ex- 3) = = 41 + 8x - ar pros 
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Ejercicio (7): Efectuar: (ab*x + c) (ab?x + d) 


Resolución: 


(ab?x + 0) (ab?x + d) = (ab?x)? + (c + d) ab?x + cd 


-(ab?x + 0) (ab?x + d) = a2b2 + ab? (c + d)x + cd eu: 


Ejercicio (6): Efectuar: (é + 6) (1? - 4) 


Resolución: 


ES +6) ES -4) = ES y +(6-4)x7 +6 (4) 


2 2 4 2 ¿ 
E +6) E -4) = X +2x -—24 dan 


Ejercicio (9): Efectuar: (2x* + 5) (2x7 + 7) 


Resolución: 


2 ES +5) ES +7) = 4x +24x +35 «um 


ax + b) (cx + d) = acx? + adx + bcx + bd 
( 


= acx? + (ad + bc) x + bd 


(ax + b) (cx + d) = acx? + (ad + bc)x + bd ¿ 


Ejercicio G: Efectuar: (2x + 5) (3x + 4) 


EC WHatemática (E 


Resolución: 


(2x + 5) (3x + 4) =2 (3) 2 +[2 (4) +5(3)x+5.4 


(2x + 5) (3x + 4) = 6x2 +23x +20 <m 


Ejercicio Ol Efectuar: (4x + 3) (2x - 9) 
Resolución: 
(4x + 3) (2x - 9) = 4 (2)x? + [4 (-9) + 3 (2)] x + 3 (-9) 


(4 +3) (2x-9) =8Bx?-30Xx-27.— qeu 


Ejercicio (E): Efectuar: E +1) (2.2) 


Resolución: 
(2a+2) (2:-!) - 1 ($ pde (-1). 
3 4 5 2 3115 3 2 


% 2 eL, th! 
15 6 10 8 


1 
4 


La expresión (a + b + c)?, se puede escribir así: [(a + b) + cf? 


Luego:  [(a+b) + cl = (a + b)? + 2 (a + b) c + c? 


—_— 


= (a? + 2ab + b?) + 2ac + 2bc + c?; 


ordenamos términos 


= al + b? +02 + 2ab + 2ac + 2bc 


abit 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN | 
E sy a a 2) AN LAS Sé 


Ejercicio 'OÉ Efectuar: (3x + y + 2)? 


Resolución: 


(3x + y + 2)? = (3x)? + y? + 22 + 2 (3x) (y) + 2 (3x) (2) + 2 (y) (2) 
= 9x2 + y? + 4 + 6xy + 12x + 4y 
(3x + y + 2? = 9x2 + y? + 6xy + 12x+4y+4 qm 
Ejercicio E: Efectuar : (x? + 3x - 5)? 
Resolución: 


pé +3x-5) = po +3x+(-5)]* 


! 


2 
p) +30) +(25)) +2x* (3x)+2x* (-5)+2 (3x)(-5) 
= me +9x +25+6x -10x” —30x 


E mm 
Pé +3x-5) = x + 6x —x” -30x+25 <a 


Ejercicio 6): Efectuar: (2x - 3y - 7)? 
Resolución: 
(2x - 3y - 7)? = [2x + (-3y) + (-7)1P 
= (2x)* + (-3y)? + (-7) + 2 (2x) (-3y) + 2 (2x) (-7) + 2 (-3y) (-7) 
= 4x? + 9y? + 49 - 12xy - 28x + 42y 


(2x - 3y - 7? = 4x2 + 9y2+ 49 - 12xy - 28x+42y qu 


(€) SUMA DE CUBOS ) 
os A j- 


Ejemplo O Efectuar: (x + 2) (1? - 2x + 4) 


Resolución: 


(x+ 2) (2 -2x +4) =x ( - 2x +4) +2 (2 - 2x +4) 


=P DAA Bm 8 8 


2) PO) 04 2 - ¿el <a 


Ejemplo((2): Efectuar: (3x + 1) (DP - 3x + 1) 


Resolución: 
(3x + 1) (9x? - 3x + 1) = 3x (9x? - 3x + 1) + 1 (9x? - 3x + 1) 
= 27% - Del +.2% + Dx -8k + 1 
=27X3 +1 


(8x+ 1) (92 -3x +1) =(3x)3+ 13=27x8 +1 «au 


Ejemplo O Efectuar: (x? + 3) (x* - 3x? + 9) 


Resolución: 


(2 +3) 4 - 3x2 + 9) =x? (x% - 3x2 + 9) + 3 (x% - 3x2 + 9) 
=x0 2% 4 DR 4 2% - OR + 27 


=X +27 


(a - b) (es ab +b%)=a% . p| 


Ejemplo a: Efectuar: (x - 4) (x? + 4x + 16) 


Resolución: 
(x- 4) (2 + 4x+ 16) = x (8 + 4x + 16) - 4 (2 + 4x + 16) 
=X3 + 4x7 + 10x - 4% - TOx- 64 =xÓ - 64 
(x- 4) 02 + 4x + 16) =%-4%=x0- 64, €. 
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Ejemplo f): Efectuar: (5x - 2) (25x? + 10x + 4) 
Resolución: 
(5x - 2) (25x? + 10x + 4) = 5x (25x2 + 10x + 4) - 2 (25x2 + 10x + 4) 
= 125 + 50X7 + 20x - 50% - 29x - 8 
= 125x? - 8 


(5x - 2) (25x? + 10x + 4) = (5x)? - 23= 125x3 - 8 <a 


Ejemplo G)> Efectuar: (2. - 2) US > + 2) 


Resolución: 


(2-2) ES +2u+2) = 
3 3.9 


l 
N 
x 
SS 
Lh 
x 
o 
Da 
w|m 
x 
$ 
[a 
ARQ —— 
| 


3 
¿ 1 2 2 1 3 1 3061 
. ¿P2x=—||4x +=x+—=| == (2x) -|—-| =8x -— 


(11) TRINOMIO AL CUBO: (a+ b +c)? 


(a+b+0)? =(a+b+c) (a+ b +0) (a+ b+c) 
(a + b + CJ? = (a + b+ 0)? (a+ b+c) 


= (a? + b? + 0? + 2ab + 2ac + 2bc) (a + b + c) 


(a+ b+o?=af+bi+ 074 3atb + Sato + Sab? + 3bzo + 3ac? + Sp? + Gabo | 


Ejercicio 'OÉ Efectuar: (x + 2y + 3)? 


Resolución: 


(x + 2y + 3)? = x3 + (2y)? + 33 + 3x2? (2y) + 3x? (3) + 3x (2y)? + 
3 (2y)? (3) + 3x (3)? + 3 (2y) (3)? + 6 (x) (2y) (3) 


(x + 2y + 3)? = x? + 8y? + 27 + 6x?y + 9x2 + 12xy? + 36y? 
+ 27x + 54y + 36xy e. 
2 3 
Ejercicio |): Efectuar: (ax S x-2) 


Resolución: 


E 1-2) 3 +21 (ax y +) e) +3 (ax y 
(3+3 (ax? METE (ax Jos +3 (2) (2)+3 
ES (2? +3 (2)? +6 (ax Jexca 


= 27x* mn -8-27x —54x* +9x" -6x +36x -12x+36x 


3 
(a =x-2) = 27x* 27% -a5x* -35x 7 +30x" -12x-8 un 


(12) IDENTIDADES DE LEGENDRE: | 


e (a+bj2+(a-b)?=2(02+b7 | 


e (a+by- (a-b)=4ab 


o ii 


¿EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Ejercicio (: Efectuar: (3x + y)? + (3x - y)? 
Resolución: 


(3x + y)? + (3x - y)? =[(3x)? + 2(3x) y + y?] + [(3x)? - 2(3x)y + y?] 


+ Sue ás E 


= 18x? + 2y? 
(8x + y)? + (3x - y)? = 18x? + 2y? , 
Aplicando la primera identidad de Legendre se obtiene: 
(3x + y)? + (8x - y)? = 2[(3x)% + (Y 
= 2 [9x? + y?] 
(3x + y)? % (3x - y? = 18? + 2y? den: 
Ejercicio R): Efectuar: (5x + 2y)? - (5x - 2y)? 
Resolución: 
(5x + 2y)? - (Sx - 24)? = [(5x)" + 2 (5x) (2y) + (24) - [(5xJ? - 2 (5x)(2y) + (24)*] 
= [25x? + 20xy + 4y?] - [25x? - 20xy + 4y?] 
= 25x? + 20xy + 4” - 2552 + 20xy -4y” 
(5x + 2y)? - (5x - 2y)? = 40xy cda 
Aplicando la segunda identidad de Legendre; se obtiene: 


(5x + 2y)? - (5x - 2y)? = 4 (5x) (2y) = 40xy | 


E (a? + b?) (2 + y?) = (ax + by)? + (ay - bx? 


e (a? + b? + c?) (x? + y? + 22) = (ax + by + cz)? + (ay - bx)? 
+ (az - cx)? + (bz - cy? 


TALLER DE | 
EJERCICIOS N2 (42) 


q] Halla, aplicando productos notables, el resultado de: 


a) (x + 4) = 1 
d) (5x + 3)” = 120 +11)?= 


b) (x + 6? = 
e) (é + 3y)* = 


g) (12) h) (V3x+5)]' 


1) (0,7+x)? = k) (x-13)? 


2 
2(-3 
5 
6 2 9 
p) E A q) (-x-13) E 


s) (-3,2-x)? = | y) pe ay?) = 


Halla el binomio que da origen a cada trinomio cuadrado perfecto: 


Ejemplo ú: ( ?=x2+8x +16 


Resolución: 
(ORO ; +8x + 16 
i 
sE ví, 
Ejemplo O: x?2 - 14x + 49=( y 


Xx? - 14x + 49= (x- 7Y 


Es 4: 


P=-4x+4 Y? =x? + 12x + 36 
Y =x? - 16x + 64 ?=x2 + 22x + 121 


Y =x? +6x+9 Y? =x? - 26x + 169 


9) 1 Y? =4x?- 12x +9 


i) 2+24+ 144=( 1 


k) 25x? + 20x + 4 = ( 
m) x? + 0,6x + 0,09 = ( 


0) 9/4 x2+ 3x+1=( 


h( Y? = 9x2 + 6x + 1 
j) 2 - 18x + 81 =( y 
I) 9x2 - 24x + 16= ( y 


n) -2/7x+7=( 


p) x2-44/3x+ 12=( 


Escribe directamente el producto de los binomios siguientes: 


a) (x+3) (x - 3) = 
c) (3x + 2) (3x - 2) = 


e) (45 +x Ix- /5)= 


9) (9 -1)0S + 1) = 


k)  (2xy? - 3)(2xy? + 3) = 


m) (1 -3x%)(1 + 3x*) = 


3 say” ] S 
3 


En cada ejercicio siguiente, halla los dos factores cuyo producto es el que se 


te da: 
Ejemplo : ( YM 


Resolución: 


b) (5 + x)(x - 5) = 
d) (1 -x2)(1 + x?) = 


f(x +0,5)(x - 0,5) = 

h) (2:-<) (2x+4] = 
3 3 

Y (4-0,1)08 + 0,1) = 


y (V75 47) (Tic 17) = 


n) (0.41 -2) (0.4x" +2) iz 


p) (0,02x? - 1)(0,02 x? + 1) = 


)=x? - 49 


(x+7)(x-7)=x?-49 6 (x-7)(x+ 7) =2 - 49 


nn (x + 4? = + 9 = bj ex. 1)? = 


d) (3x + 2)? = e) (+3y = 1 (x+ 2/3) = 
9) (x + 0,2)? = h)  (3x + 5y)? = i) (x-5= 
li) (-2)9= k) (x-8)?= I) (6-2x)? = 


m) (6 - x/3)3 = (2 - 173 = 


o) (ux-1 = 


1) (Bé - 2y)* = 
u) (1/2 X - x2)? = 1 


p) (5 -2x* = 
s) (x/4 - y/2)? = 


q) (2-5)? = 
(0,5x - 0,4)? = 


a) (x+1)= b) (+3) = c) (5 +x3) = 


d) (0,5 + x)? = e) (x+ 4) = 1) (x-2y)= 
9) (x- 6)? = h) (x-y)"= ) («- 1/37 = 


E APA AR R 0 


Escribe directamente el producto de los binomios siguientes: 


b) (x +7) (x + 5) = 
d) (x-2) (x + 8) = 

(+5 (x-1)= 
h)  (x + 0,2) (x + 0,8) = 
DD (22-7(2+3)= 


a) (x + 3) (x + 6) = 
C) (x + 1) (x + 4) = 
€) (x- 6) (x + 7) = 
9) (+9) (X-3)= 
i) (3x+ 1) (3x - 4) = 


DY (é4+5)09 - 12) = 
n) (3x?-2)(3x?-7)= | 
| Pp) (5x - 3)(5x? + 8) = 


k) (43x +6) (43 x -1)= 
m) (x - 10) (x - 11) = 
0) (2xy* - 9)(2xy* + 5) = 


8 Escribe directamente el producto de los binomios siguientes: 


a) (8x+ 1) (2x + 5) = | b) (5x+2) (8x + 4) = 
Cc) (4x +3) (3x - 1) = ; d) (6x- 1) (8x+ 5) = 


e) (7x + 6) (2x - 9) = f) pe +1) (3x2 + 4) = 


9) (2x + 0,6) (7x - 0,2) = h) (8.2) (5-2)- 
4 2)l6 3 
i) (5x?- 1) (8x? + 4) = il) (8-3x)(7+x)= 


k) (ax-+6) (bx-4)= ) (tx+2) (4-2) 
4.3 2 


m) (s:-2] (2:-2] n) (2 3) (2: 2) E 
3)13 4 2 LANE 3 
0) (0,5 x2- 0,3) (0,2x? - 0,5) = | 


A AA RIA NA NM A A A 


a) (x2 + 2x + 3)? = 
0) (5+x+x%)?= 
e) (9+x-x?)?= 
9) (x? - x?- 2)f = 
i) (5% - 2% - 4)? = 
k) (9x -x3 + 1)? = 


(bé +x+ 1)?= 
d) (2x2 +x-8)?= 
1)  (83x+y +6)? = 
h) (3 -x-x)?= 

iD (8% -6-xP?= 
(2x + 3y - 7? = 


10 Escribe directamente el producto de los binomios siguientes: 


a) (x +6) (é - 6x + 36) = b) AAA 


41 


12 


Cc) (2x + 3) (4é - 6x + 9)= 
e) (2x+8] (1x -4x+64) = 
2 4 
g) (0,3x + 7) (0,09x? - 4,2x + 49) = 


i) (+6) (x1? - 6x5 + 36) = 
K) (x- 4) (S - 4x + 16) = 


h) (8 + 3) (á - 3x? + 9) = 


) (5 +1) (25% - 53 + 1) = 
l) (x-7) 02 +7x + 49) = 


n) E) [2 +2x49) e 
3 9 


Pp) (0,5x - 3) (0,25x? + 1,5x + 9) = 


m) (é - 2) (8 + 2x* + 4) = 


o) ES) (E, a) = 
5 25 5 


q) (é- 8) (x* + 8x2 + 64) = 
s) (2xf - 9) (4x1? + 18xf + 81) = 


A SEadd 


r) (0,7x?- 5) (0,49x6 + 3,53 + 25) = 
D (7x- 3) (49x? + 21x + 9) = 


ARANA TNA AAA mcr 


Halla, aplicando productos notables el resultado de: 


a) (x+ y+2P = b) (2x2 - x 4 5)3 = 
C) (+ 2x+ 4) = d) (6-2 - x)9= 
e) (2+x - 2)? = f) (5x + 3y - 6)? = 


Halla, aplicando las identidades de Legendre y de Lagrange, el resultado de: 


a) (2x +4)? + (2x - 4)? = b) (7x - 6)? + (7x + 6)? = 
C) (11x+ 9)? 4 (11x- 9)?= d) (4x + 1) - (4x- 1)2= 


e. 2 
e) (23 + 6)? - (2 - 6)? = 1) (5: ++) «(sx -2) S 


9) (7-4 (74) = h) (1d? + 2)? - (11xy? - 2)? = 


2 
i) (8%) (8x1 D (al +7 - (a? - 7?= 
2 2 


k) (0,6 + x)? + (0,6 - x)? = I) (4 + 0,8)? - (2 - 0,8)? = 
m) (é+ 4) (y? + 9) = n) (a? + 16) (b? + 25) = 


0) (2 +49) (y? + 1) = P) (2 + 16) (y? +81) = 


172. VHhanuel Coveñas Naguiche 2 


13 Reducir cada una de las siguientes expresiones: 


a) (x+ 4) (x- 1) - (x+ 2) (x- 2) = 
C) (x + 4) (x- 1) - (x+ 2) (x- 3) = 
€) (x+ 1) (x- 8) + (2 - x) (3 + x) = 


b) (x - 2) (x + 6) - (x +3) (x + 1) = 
d) (x + 7) (x- 3) - (x + 4) (x- 5) = 
1 (6-x) (3 - x) + (x + 4) (x- 2) = 


RESPUESTAS TALLER 12 
ri ZA o sa mn PE 
(6.) a) x9+ 4x3 4 6x2 4 4x4 1 
b) x10 + 15x8 + 90xÉ + 270x* + 405x? + 243 
c) x18 4 30x!5 + 375x1? + 2 500x? + 9 375x8 4 18 750x? + 15 625 


15,2 e al 


16 16 64 
e) 3 4 20x* + 160x3 + 640x? + 1 280x + 1 024 


x* - Bx3y + 24x2y? - 32xy? + 16y* 


d) xe+3x + 


6x2 + 17x+5 15x? + 26x + 8 
c) 12x?2 + 5x - 3 d) 48x? + 22x - 5 


e) 14x- 51x- 54 f 3x+5x2+ 


g) 14 +3,8x - 0,12 hy Ed 


i) 154178 -4 i)  56- 13x-3x? 


k) abx? + 2x (3b - 2a) - 24 Ds 2 TE 
24 3 
m) 2x- BL n) AE ES 
36 12 4 12 


0,1xó - 0,312 + 0,15 


A e e id ción 


x 44 4x3 4 10x? + 12x + 9 
Xx 2x4 284 24 2x4 1 


¡ 


meras al 


EA 


Cc) xB + 2x5 + 10x* + x2 + 10x + 25 d) 4x* + 4x3 - 31x? - 16x + 64 


e) x* - 2x3 - 17x2 + 18x + 81 f) 9x2 + 6xy + 36x + y? + 12y + 36, 
| g) x1? - 2x2 - 3x4 4x3 +4 h) 84 2x3 - 6x% 4 x2 - 6x +9 | 
1) 25x% - 20x5 + 4x% - 40x3 + 16x2+ 16 j) 64x*- 16x3 - 95x2 + 12x + 36 | 


+ 
po 
co 


k) xÉ - 18x* - 2x3 + 81x? + 18x + 1 I) 4x2 + 12xy - 28x + 9y? - 42y 


E 


5) a) + y? + 3xy + 3xy? + 6x? 4 6y? + 12xy + 12x + 12y + 8 
b) 8x? - 12x3 + 66x* - 61x3 + 165x? - 75x + 125 
Cc) x2 + 6x7 + 12x0 4 12x5 + 48x* + 56x + 48x? + 96x + 64 
d) -xf - 3x5 + 15x% + 35x3 - 90x? - 108x + 216 
e) x1* -3x12 4 6x10 4 3x2 - 127 - x6 4 12x + 6x* - 12x2 + 8 
i da 1253 + A, 135xy? dd 450x? - e de 0 + 540x + pe - 216 
| 


A A AP. II O A e 


| 


lá) a) 3x b) -15 Cc) 4x +2 
d) 5x - 1 e) -8x - 2 1) 2x? - 7x +10 


O a)8(2+4) b) 2 (49x? + 36) c) 2 (1212 + 81) 
6 
d) 16x e) 48 0) ea 
g) 2 (x? + 49) h) 88xy? i) 6x 
i) 28ax? k) 2 (2 + 0,36) 1) 3,22 
m) (xy + 6)? + (3x - 2y)2 nm) (ab + 20)? + (5a - 4b)? 
| 0) (xy + 7)? + (x - 7y)? P) (xy + 36)? + (9x - 4y)? 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Ejercicio O: Efectuar: M=1+(x4 1 (x-1) pé +1) ( +1) 


A) 1 B) 0 x D) Cero E) x? 


Resolución: 


» Aplicando: (A+B)(A - B)=A?-B? ; obtenemos: 


M = Ate bc+n 0040 +1 = ht +0 +1 
x iFáx ad (y AS EA 
É y A E í 
Mo pta) = A) = 
a Gs, ' 
(OA JA” E Ar ¡ 
M= Axe = xx - x*b AS Rpta C 


2 
Ejercicio O: Encontrar el valor de: E = (V5+/24 -/5-/24 ) 

A) 49 B)6 C)8 D) 18 E) NA. 
Resolución: 


* Aplicando: (A-B)?=A?-2AB+B? ; obtenemos: 


E = [a /5+/24 -(5-/24 e Y 
E = 5/22 (5+ /24)[5-V24) + 5-24 


10-2 /5? - 24? * VA-/B=VA-B > 
10-2 25-24 * (A+B) (A-B)=A" -B 


ES E ; 
10-2 Yi = 10-2=8 "mm: E=8j RptaC 


A 


" 


Ejercicio 3.É Si: xs 3 ; Calcular: rs pa 
x Xx 


AJO B) 1 0)2 D)3 E) /3 


Resolución: 


De la condición: x41 = 43  ;elevamos al cubo ambos miembros: 


Xx 
1Y 3 
(x+*) = (13) + (A+ B)J9=A3 + 3 A2B + 3 AB? + B3 | 
a 3 2 3 
X 4+3x (2.3: (3) (1) = 127 
Xx x 


xo +3x+3 (1). =Ó /9-3 | 
T + VA-B = YA - dB | 


rr dc O IN 
3/3 


x 

| 

+ 

aw 

x 

+ 
x| 
A 

T 


3 
xa -L+3 (13) = av3 mo Px +5=0| Rpta A 


OTRA FORMA: IE sl = 3 ; Calcular: o ql 
x Xx y 


Resolución: 


Aplicando: A? + B?=(A + B)(A? - AB + B?) ; en la expresión incognita , obtenemos: 


x 
+ 
x | 
uu 
tl 
x 
w 
+ 
ES 
Xx | 
ES 
l 
SS 
x 
+ 
Xx | 
SS 
—— 
x 
mM 
1 
pS 
X |a 
+ 
ATES 
x | 
== 
mM 
ZA 


x 
uw 
+ 
ñ 
5 
=> 
x 
mM 
| 
| 
py 
| AA 
aru, 
> 


* De la condición: x+l = /3 ; elevamos al cuadrado, ambos miembros: 
Xx 


176, Manuel Coveñas Nagaiche O 
(1.2) = (va) Za ea | =3=>x 27 .--(11) 
Reemplazamos (II) en (1): 
4 M3 (12) = 0 mo. += OÍ Rptaa 
Xx Xx 


Ejercicio O: Si OS =2. Calcular el valor de: K= 2a+3b ¿3b+a 
a 


9a-2b b+a 
A) 1 B)2 C)3 D)5 E)7 
Resolución: 
e Dela condición: a,b = 2;damos común denominador en el primer miembro. 
a 
q 
CN AN 2 
a-b y YE AE 
at+b” =2ab => a +b -2ab=0 Y W yw 


E 
(a-b) =0 = a=b 


Luego, reemplazamos a = b; en la expresión «K» 


_ 2b+5b 3b+b _ 7b,4b _ 9-3 


9b-2b b+b Tb 2b 


K=3| Rptac 


Ejercicio (E): Efectuar: Q = (1+45 +46 +30) (V30 -/6 -/5 +1) 


A) 21 B) 20 C) 19 D) 31 E) 30 


Resolución: 


. En primer lugar, agrupamos términos de la manera siguiente: 


Z Matemática E 177. 
METER EU 


. En segundo lugar, aplicamos: (A + B) (A - B) = A?- B? ; Obteniendo: 


a = (5501 (15 +45) 
ú = Llao” +2 4/30 - 10) (H6% +2 Jo - V5+/5*) 
Q = 30+2 130 +1-(6+2 6-5 +5) 


31+ 0-11- 30 mm o=20 Apta B 
24% 2430 p 


Ejercicio O: Si: a+b= Y/5 y ab=3. Entonces: (a - b)?; es: 
A)5 B) -7 C) -9 D) 12 E) 10 
Resolución: 
. De la expresión incognita: (a - b)? ; obtenemos: 
(a - bJ? = a? - 2ab + b?= a? + b*- 2ab 
(a - b)? = a? + b? - 2(3) =a? +b?- 6 .--(1) 
. De la condición: a+b = +5 ;elevamos al cuadrado ambos miembros: 


(arb)? = (e5 
2 y, 
a +2ab+b 


—— 


Ñ 


5 > a +2 (3)b" =5 
Ma . 81 -(1) 


- Reemplazamoa (1) en (1): 


(a-bPP=-1-6 im  - (a-b)?=-7; RptaB 

CP cr 

Ejercicio (Y: Si; 11... calcular: E = AE 
> e O o x +y 


A) y? B)x- y c)1 D)2 E) 5/2 


Resolución: 


En la condición: A Aplicamos: 2-£ = aru=bie 
y XxX X-y bg b-d 
X- 4 
La > (y) (Ay) = 4 


xo -2xy+y = —4Axy 


x+2xy+y =0 > (x+y) =0 "> . [xy 


Luego, reemplazamos el valor hallado en la expresión «E»: 


2 2 2 2 2 2 
E - MUY) +y yy ty (YN +y _Sy _5 


Ejercicio O: Con la condición: a+b+c=0. Encontrar el equivalente de: 


(01) 


M = 
c” —4ab 
A) a? + b2 B) bc C) ab D) e? E) ac 
Resolución: 


De la condición: ¡a+b+c=0| = ¡'a+b=-c | ---(1) 
La expresión hallada (I), elevamos al cuadrado, ambos miembros: 


(a + bY? = (-c)? 


áAÁAAAÁA/</<A 


a a? + 2ab + b? = c? ...(11) 


¿ , 
(585) 
De la expresión: M= —_ obtenemos: 
c -—4ab 


TA 


malla:B) ap 


..(1M1) 
c -4ab 


- Reemplazamos (l) y (11) en (111): 
2 
A CC IA 


a +2ab+b -4ab a -—2Zab+b" lao 


Rpta D 


Ejercicio O : Si: a? + b? = 5; Calcular el valor de: 
P=(a+b+ 0) + (a +b- 0)? + 2 (a - b+ 0) (a -b - c) 
A)5 B) 10 C) 20 D) 40 E) 25 
Resolución: 
. Hacemos los siguientes cambios de variables, veamos: 
ja+b=x  ; a-b=y 
Reemplazamos estos valores en la expresión «P», obteniendo: 


P = (x+0)" +(x-c)” +2 (y+c) (y-c) 
O a 


2 ES +0 )+2 (y =0*) = 2x 42 +2y 26" 


P=20 ES Pra ) ; reemplazando por los valores verdaderos de 
y «X» e «y», obtenemos: 


= 
tl 


P = 2 [(a+b) +(a-b)?] = 2 [2 (a? +b" )] = 4 (a? +0”) 
¡ar Identidad de Legendre 
Pe 4 (a? +0?) = 4 (8) mo P=20| Ripta. C 


Ejercicio (10) ¿Si x+1/x = 2; calcular el valor de: 


M0 Panal Covers Naguiche O 


E ex e Ay toda pa 
2 3 
Xx ox x 
A) 2 B) 4 C)6 D 8 E) 10 


Resolución: 


* Agrupamos términos en la expresión «E»; de la manera siguiente: 


Es= (1+2)a(x jo ++) 
Xx x x 
Y 


+ Dela condición: x ql =2 elevamos al cuadrado ambos miembros: 


Xx 
1Y 1 de + E] 
(+2) = (2)? > Xx +2x Ll = 4 Mm. (+= 
Xx y A? | Xx 
+. De la misma condición: sl = 2 ;elevamos al cubo ambos miembros: 

x 
1 3 3 1 1.1 
(+2) =4(2) 4 ¿X 12% Lr9. L+-8 
x eS SS Xx 
o +3x+3.1,2L = 8 
Xx 


1 TI 
o e al! =:8 


(A+B)? = A? +2AB+B" 
x 


E 
(A+B)? = AC +34 B+3AB” +B" La A ed 
ra 


PP. cs: eta 2 qe 


y? BL = 2 .--(111) 


Luego, reemplazamos (II) y (111) en (1): 


E=2+2+2 mb. [E=6] Rpta C 


Ejercicio (11) : Efectuar: Q =(x+ 1)(x + 3)(x + 2)(x + 4) - (é + 5x + 5)? 

A) -1 B) -2 sh D) 2 E) N.A. 
Resolución: 
. En este caso los factores del primer término se deben agrupar de dos en dos 


convenientemente de tal forma que las sumas de sus términos independien- 
tes (T.1.) sean iguales, es decir: 


Q= (x + 1) (x+ 4) (x + 3) (x + 2) - (é + 5x + 5)? 
AE 
E2T1=5 2 TL =5 


Aplicando: 13 +3) (x + b)=x2 + (a+b)x+ab| ; obtenemos: 


2 2 2 2 
Q =|x +5x+4) (x +5x+6)-(x 45x+5) 


- Hacemos cambio de variable; osea: —x?+5x= a 
Luego, la expresión "Q”; se transforma en: 
Q = (a+4) (a+6)-(a+5)” 


Q = a” +10a+24-(a” +102+25) = 24-25 = -1 
¡Q => sidad Rpta. A 


Ejercicio H: Reducir: M = (a-—b) [3ab-(a+b)” | (a+b) [sab+(a-b)* | 


A) a? + b9 B) a? - pb? C) af - bf D) af + bé E) b* - af 
Resolución: 


Aplicando: (x+y)?=x?+2xy + y? 2 (ey)? =x? - 2xy + y? 
Obtenemos: M = (a—b) [Sab-(a* +2ab+b*] (a.+b) [3ab+(a* -2ab +b”)| 


M = (a-b) [ab-a* -b*| (a+b) [ab+ra” +b”| 


caia? e (a -ab+b”) 


A A. => 


Pero: 
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A A A A A A A a e ererrerre 


creas M = (a-b) [42 -ab+b” )] (a +b) [a? +ab+b*] 


M = —(a-b) (a -ab+b”) (a+b) (a? +ab+b”) 


Agrupando Términos, obtenemos: 


M = -(a-b) (2? +ab+b”) (a+b) (a ab+b”) 
(ete) - ey e] 
M = -[a* -b*] mo mo -a*| Apta. E 


2 2 2 
Ejercicio 113 $ Si: a + b + Cc = 0; Calcular el valor de: E= cia Mo 
ab+ac+bc 


A)2 B) -2 C)3 D) -3 E) 4 
Resolución: 
. De la condición: a + b + c = 0; elevamos al cuadrado a ambos miembros: 
(a+b+c)? = 0 => a +b +0 +20b+2a0+2bc=0 


2 (a+b+c)? = -2ab-2ac-2bc' «(1 


Reemplazamos (l) en la expresión "E"; obteniendo: 


E - -2ab-2ac-2bc _ -2 (abrace bc) _ 9 
ab+ac+bc (ab+acTbc) 


! E = -2 Rpta. B 


Ejercicio (B) Reducir: R = (x - 3) (x + 2) (x- 5) (x + 4) - («- 2P (x + 1)? +22x (x- 1) 


A) 1 B) x - 49 C) 116 D) -x +4 E) 125 


AHatemáti 


- Resolución: 


R = (x-3) (x+2) (x—5) (x+4)-(x-2) (x+0% +22x (x-1) 
A PE A 


[$ E x" —x-20)- x-2) (x+0]" + xó —x 
A =( 6) ( 20)-[(x-2) (x+0]* +22 (x* -x) 


2 2 2 2 2 
R = E x 6) E x 20) E =x-2) +22 |x =x) 
ETS 


. Hacemos cambio de variable, osea: x-x=a 


Donde: R = (a-6) (a-20)-(a-2)” +22a 
R = 4 -262+120-(4 -4a+4)+22a 
R=116! hpta.C 


ER 2 ls 2 
Ejercicio (Dd : Simpiificar: se (ara 3) —4 r(aa ”) +4 


A) a* B) a* C) 2a* D) 2a* E) 4a* 


Resolución: 


Aplicando: (A+B)?=A?+2AB+B? » (A-B)?=A2-2AB + B? 


Obtenemos: 

x e Y 2 xXx x x 2 
S= (a ) +2a -a +(a ) -4+ (a ) -2a a +(a ) +4 ...(1) 
Pero: a a e LA => a-.a =1: ...() 


Reemplazamos (11) en (l): 


s = (a) 2007) as (at) 2007 Y + 


Se PEE 3 2 
S = (a -a”*) +8 +a”) ¿Y 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
PRODUCTOS NOTABLES 


| NIVEL 1 7] | ar m2 C)34/5D) 245 E)4 


e P y 
Efectuar: $ Six?+y2=36 »n xy=18. 


2 2 2 
A= (32 + 2) +(842 2) El valor de: (x+y) - es 
2 


A)40 B)41 C)43 D)44 E) 46 


ÍÓ  Simpiiicar. 
a IN ¡Ó Six-yi=m; aAx-y=n. 
70 Hallar el valor de: "xy" 
(a+b) —3ab 


A) 48 B)36 C)27 D)24 E)26 


3 3 3 
A)b Ba Cjab Di Eja+b ADD Gpe” y TE. 
3n 


3n 
Ó Encontrar el valor de: 


2 3 3 
m —n m>-+*n 
R=(V3+/8 -4 15) cie” 


Sia+b=5 a ab=2. (+1) Gt 


Calcular el valor de: "a - b" a) == B == c)WH 
x x (x-1) 
A) 17 B) 417  C)13 , 
D) 413 E) NA. D) a E) NA. 


x 


E 1 . 
0 Si: x+—=4 ; Calcular el valor Ó Simplificar: M = (x + a) (x - a) (e de 
$ a?) (x* + a?) + ad 
de: M=x" + a 


4 A)x“ B)x8 C)xé D)x!% E) Cero 


A)26 B)25 C)52 D)68 E)54 


Ó Calcular el equivalente de: Clave de Respuestas 


nal ES 4 5.C 


1.D 


gl [+ .=)os (.+2)oo 6. B 
x 


7.C 


8.D| 9.B 


A 


o NIVEL Ml (a-b)' +4a“b* 


de: R= 
16a*b* 


Ó Si x+1-3 ; Calcular el valor de: 
x 


Ú de 
x-—— 


x Ó Si p-q=-P=20 ski) 
pq+pr=qr  ...(2) 


A)1 B)2 C)4 D)1/2 E)1/4 


A)7 B) 9 0) +v/5 


El valor de: p? + q? + r?; es igual a: 
D) +43 E)+2 


A)4 B)-4 C)2 D)-2 EJO 
Siia-b=3 an ab=-2. Hallar el 


valor de: "a* + b*" 5) Hallar el valor numérico de: 
4 4 
A)33 B)17 C)25 D)34 E)NA A Oct) (ey) para: 
2x +2y 
- an D 
: E4+==4 ; Calcular el val 
$ Si Ps 4 ; Calcular el valor x=V5 ; y=W/25 


A)5 B)10 C)15 D)20 E)40 


Sr 
ó P = (a + b+c + d) (a - c +b- d); 
OQ=(a+c-b+d)(a-b-d-c) 


Calcular el valor de: K= EN 
A) 1 B) ab C) cd 
D)a2+b?  E)abcd 


Ó Sia+b+c=0. Calcular: 
farol +(b+c) +(c+a)” 
= 2 2 2 
a +b +c 


AJO B)1 C)2 


O ss 


2 2 
2m +n ¿m4+3n 
mn 2m 


D)J3  EJ4 


. Calcular el 


valor de: E= 
A)2 B)4 C)-4 D)J8 EJMNA. 


Ó st 240.69 ; Entonces el va- 
b a 


v3 
lor de: P=|[2+B 
ab 


ayj3 B)22 c) 222 Djab E)2 
2 2 


A)b? Ba? C)a? 


Ú Simplificar: 


Simplificar: 
E= (a + b+ c+ d)? - (b+ c+ d) - 
3a (b + c + d) (a +b + c + d) 


D)c3  EJd$ 


+ (x- a + DY - 4 (a? + b? + x2) 


Ai Bja C)Jb DJO  E)8ab 

On 

A)1 B)2 C)-1 D)-2 EjJx* 
Simplificar: 


: [te+oy teo] [te-br +(2+0)"]] 


; (a oe] 


A)2 B)4 C)J8  D)-2 


$ 


A) 8b? B) 8a? C) 4b? D) 4a? E) Cero 


ÚÓ Sise cumple que: 241.12. 
Xx Y x+3y 


E) 4 


Efectuar: F = (a - bP? + (a + b)? +3 
(a - DY? (a + b) + 3 (a + DY? (a - b) 


Calcular el valor de: 


MT, 
x y 
A)3 B)6 Cj9 DJ12 E)8 
Ó Simplificar: M= (x - 2) (x + 3) (x -4) 
(+ 1) - 2 (x- 1)? + 14x (x- 1)-24 
A)Cero  B)1 C)-1 D)2 E)-2 
Clave de Respuestas 
1.C 2.B 3.D 4. A 
5.D 6.B 7.B 8.C 
94E 10.C 11.D 12.C 
13.B 14.B 15.B 16.A 


a Hatemnática 
y AAA 
2.4.5 DIVISIÓN DE POLINOMIOS 
La división de dos polinomios D(x) y d(x) [Grado D(x) > d(x)] llamados divi- 
dendo y divisor respectivamente, es la operación que tiene por objeto hallar 
dos polinomios Q(x) [cociente] y R(x) [resto]. [grado R(x) < grado d(x)] tal que: 


D(Y = de) . QU) + RG) 


A AS a - 


Dividendo = divisor . cociente + resto | 
En el caso particular de que el resto sea cero, la división es exacta y se 
cumple: 
DY) =d()  Q() 


A A EA 


dividendo = divisor . cociente 


Ahora explicaremos el procedimiento para hallar el cociente y el residuo en 
una división, con el siguiente ejemplo: 


. Hallar el cociente y el residuo al dividir: 


12x* - 7x - 74 - 7x3 + 16 entre -7x + 3? - 4 


4) Se completan y ordenan los polinomios con respecto a una sola letra o varia- 
ble (en forma decreciente), en caso que falte un término, éste se completa 
con un cero. 


12x*-7x3-742-7x+16 entre 3x?-7x-4 


OoóOox—_ po 


: (Se ha ordenado con respecto a la variable "x" tanto al dividendo como : 
¿al divisor, pues en ambos polinomios no es necesario completar con ce- 
ros porque son polinomios completos). 


Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, 
obteniéndose el primer término del cociente. 


(e) me - 74x2 7x4 16 DÍ -7x-4 
We 
Es» Primer término del cociente 


e Luego, se multiplica este primer término del cociente por cada uno de los 
términos del divisor y el resultado se resta del dividendo. 


(En la práctica; se acostumbra a cambiar de signo a todos los términos que 
resultan de multiplicar el primer término del cociente con cada uno de los 
términos del divisor). Veamos: 


PX -73-74-7x+16 | 3x2 - 


H2% 4 28x8 + 16,2 


(Primer residuo) —> + 21x3 - 58x? - 7x 


. Si el residuo es cero, la división es exacta. Termina la división. 


. Si el residuo es diferente de cero y de grado inferior que el grado del 
divisor, entonces éste es el residuo definitivo y la división concluye. El 
cociente tendrá un solo término. 


. Si el residuuo es de grado mayor o igual al grado del divisor, la división 
continuará considerando al residuo como nuevo dividendo. Se aplica- 
rán los pasos 2*, 3? y 4*. 


Se continuará con la división hasta obtener cero o residuo de menor grado que el 
del divisor. 


En nuestro ejemplo como el residuo: 21x3 - 58x? - 7x, es mayor que el grado del 
divisor: 3x2 - 7x - 4; continuamos con la división. 


12% - 73-74x2- 7x+16 | 3x2-7x-4 


A2RX + 28x? + 16x? di 4x2 +7x-3 
+28 -58x2 - 7x 
he + 49%? + 28x 
Rpta. 
(segundo residuo) "> -IÉ+2x + 16 == 4 
39% -2x - 12 ri 
(residuo definitivo) "e á . ERUESIOUD OS 4. 


0D ARA 


Ejemplo G): Hallar el cociente y el residuo al dividir: 


38x* - 65x3 + 27 entre 2x? - 5x + 3 


Resolución: 


En este caso el polinomio dividendo no es completo, por lo tanto debemos comple- 
tarlo con ceros, así: 38x* - 65x3 + 0x2 + Ox + 27 


(5) 050 + 0x? + Ox + 27 e 


26% + 95% - 572 + 95x3 - 57x2 Resulta de dividir 


Luego: 


Apta. 


(Residuo definitivo) "“* y 


30x3 - 57x2 + Ox 


39% - 65x3 + 0x2+ 0x+ 27 E 


38% + 953 - 57x2 19x? + Resulta de dividir 


EJ +30x" 


E 16% 
308 + 75x? - 45x E 
+ 18x? - 45x + 27 
39% - 653 + 0x2+ 0x+27 
38% + 953 - 57x2 
O - 57% + Ox Resulta de 
3 + 75: - 45x dividir. 
sd) 235x321 HB y 


e 


- 18% 4 H5x 27 EN 


£ 


Elo cociente e es: 5 190 4 + - 15x + 9 y el residuo es cero. 


Ejemplo (3): — Halla el cociente y el residuo al dividir: 


14 - 27x%y + 21x8y? - 3x2y? - 2xy* entre 7x3- 3x?y - xy? 


Resolución: 


Como se observará los polinomios dividendo y divisor están ordenados en forma 


decreciente, respecto a la variable x. 


A 


Luego: (4) 27x%y + 21x%y2 - 3x?2y3 - 2xy* (2) 3x?y - xy? 
A+ Oy +, 2 (ex) TÉ de dividir 


- 21x%y + 23%? - 3x?2y3 


: 5 
IA 
JAR - 27xty + 21x%y? - 3x2y3 - 2xy*| 7x3 - 3x2y - xy? 
E 2 2_ 
O MS AY Resulta de dividir 
-2 + 23x3y? - 3x2y? 
4 


+ 14x8y? - 6x2y? - 2xy* 


JAR + Exty + 2x%y? 
- 2Dixly + 23x%y? - 3x2y? 


+2 hdy- 9x3? - 3x2y? Resulta de sueo 


| 32 ¡ 


Rpta. El eodanisa es; -2x- - 3xy + ay y el duo € es cero. o. | 


Ejemplo :  Halla el cociente y el residuo al dividir: 
lx 4 A e - 5 entre Ay Ly 
3 36 24 23953 


Resolución: 1 17.2 . 18 
Z —-—X Y + —Xy 
36 24 


2 3 
8 y y Y 
36 


Resulta de dividir 


MO 
1 T 2 7 Y 
ZN : ir 
4 6 EN: A 
But 13 2 
—Xy pa y A 


Y Resulta de dividir 


2 
6 edi =3y' 
5 e] 
8 4 


Rpta. A 
2 1 2 1 302 

y e El cociente es: 2x-1yy4+3 

8 4 3% 2 Y a 


(Residuo definitivo) "e 0 el residuo es cero, 


Ejemplo O) : Halle el cociente y el residuo al dividir: 
12222 9 2332x+3 de 10a2:+4 E 25325 entre 4ax+1 E 5ax+? 


Resolución: 


Como se observará los polinomios dividendo y divisor están ordenados en forma 
creciente con respecto a la variable "a". 


Luego: e 12497 - 23923 - 10924 4 25325 | qq. 5x2 
120974 159293 Resulta de dividir 


” Ba?x»3 + 10924 


3 
12a e 
Gamo 


Kecscrás qu IA 


TA ij A 


A E 
- 120207 4 158200 
O 

+ BAR - 10824 


- 209%+4 4 25925 


491 LS 5ax+2 


Resulta de dividir 


E Dn He ; 
1 x+1 -=-2a Í 
4a 


e 122 - 2322x+3 _ 10924 + 25325 | qagx - 5ax2 


- 12997 4 15223 Zar - 9x2 


- "Baa - 10 a2x+4 A Resulta de dividir 
+ Batl. 109% E 
- 208771 y D5azes 42” 


Rpta. 


+ 209%4 - Dua25 7 
| 
E 


El cociente es; 3a**! - 2aX+2. sao 
(Residuo definitivo) ""» 0 y el residuo es cero. 


EA 


! EDADES: 
De 'os ejemplos resueltos anteriormente se deduce que: 


1. El grado del cociente es igual a la diferencia de los grados del dividendo y del 
divisor. 


' Grado (cociente) = Grado (Dividendo) - Grado (divisor) b 


2.  Eltérmino independiente del dividendo estará determinado por el producto 
de los términos independientes del divisor y el cociente más el término inde- 
pendiente del residuo. 


Ty 


El (Dividendo) = TL (divisor) x T,l (cociente) + T.1 (residuo) 


3. Grado máximo del residuo es igual al grado del divisor menos uno. 


Grado máximo (REY) = Srdo (d(x) - 1] 


E tl la NE 


DIVISIÓN DE POLINOMIOS APLICANDO EL MÉTODO 
DE LOS COEFICIENTES SEPARADOS 


Para dividir por éste método sólo se toman en cuenta los coeficientes del dividendo 
y divisor, con sus respectivos signos, teniendo en cuenta además los criterios del 
método ya estudiado anteriormente, concluyendo la división, o sea obteniendo to- 
dos los términos del cociente que como máximo es igual a su grado más uno. 


Ejemplo 4): Dividir por el método de los coeficientes separados. 

12x% - 7x - 74x? - 7x8 +16 entre -7x + 3x? - 4 
Resolución: 
En primer lugar, ordenamos los polinomios dividendo y divisor, obteniendo: 


12x* - 73 -74x2 -7x+16 entre 3x? - 7x - 4 


a ww 1 
+2 28 16 | 
“MA -58 -7 (términos del cociente) 
1 49 28 
A 2 16 Q(x) = 4x2 +7x-3 
9 -M4 -12 ; ¡ 
RE) =4 
Residuo = 4 | ===> 


Ejemplo E: Dividir por el método de los coeficientes separados: 
38x* - 65x? + 27 entre 2x?- 5x + 3 
Resolución: 


En este caso el polinomio dividendo no es completo, por lo tanto debemos comple- 
tarlo con ceros, así: 38x*- 65x3 + 0x? + Ox + 27 entre 2x? - 5x+3 


Luego: 288 65 0 0 27 -] 
28 9 57 | 
530 57 0 
30 +75 -45 
48 45 27 QU) =19:2 +15x+ 9 
AB M5 -27 : 


-REY=0 
Residuo = O as 


194, 


Para dividir dos polinomios por el método de Horner, primeramente se trazan dos 
rectas que se intersectan, una vertical y otra horizontal. Encima de la recta horizon- 
tal y a la derecha de la vertical se colocan los coeficientes del dividendo con su 
propio signo. A la izquierda de la recta vertical se coloca el primer coeficiente del 
divisor con su propio signo y debajo de la horizontal se colocan el resto de coefi- 
cientes del divisor con signo cambiado, por ejemplo: 


8x7 + 6x3 - 15x* - 23x2 + 4 entre -5x? - 1 +2x? 
En primer lugar, ordenamos y completamos dichos polinomios, obteniendo: 


6% - 15% + 8x3 - 232 + Ox +4 entre 2x3 - 5x2 + Ox - 1 


Luego: Dividendo 
nr — o 
O 6% 1514 23 A 4 
9/5 
> 
a|0o0 


Para comenzar a dividir se traza otra raya vertical entre los coeficientes del dividen- 
do, el número de columnas a contar de derecha a izquierda es igual al grado del 
divisor, esta raya servirá para separar el cociente del residuo en la respuesta. Ade- 
más se traza una recta horizontal paralela a la anterior para colocar debajo de ella 
la respuesta por lo que a división quedaría así: 


3ra. columna 
2da. columna 
ga ra. columna 


-23 0 


Nótese que para trazar | 
la raya vertical, se han | 
contado tres columnas ¡ 
de derecha a izquierda 
ya que el divisor es de + 
tercer grado. 


e 
5 
0) 


il 


Para comenzar a dividir, se divide el primer término del dividendo (6) entre el núme- 
ro encerrado en una circunferencia, obteniéndose como resultado 3, éste se coloca 
debajo de la segunda raya horizontal y se multiplica por aquellos números que 
estan a la izquierda de la raya vertical y debajo de la primera horizontal colocando 
los productos directamente debajo de los números -15 y 8. A continuación se suma 


EI Matemática E 


la siguiente columna y el resultado se divide por el número encerrado por la circun- 
ferencia y se coloca el resultado debajo de la raya horizontal, este resultado se 
vuelve a multiplicar por aquellos términos de la izquierda de la raya vertical y deba- 
jo de la horizontal, resultados que se colocan en las columnas correspondientes al 
-23 y al O. La operación se realiza hasta completar el resultado correspondiente a 
las columnas antes de la segunda vertical, luego de esa raya la suma de las colum- 
nas ya no se dividen entre el número encerrado por la circunferencia, sino simple- 
mente se suman. 


0) =3 +4 | 
"m  -. ¿ROQ=8 y 


Opa lc 0 0 MM AA 0 20 


E 
L Cociente: 3x? + Ox + 4. ld Residuo = 0x2 + Ox +8 ] 


Ejemplo (2) : Dividir: 8x* - 10x? + 15x2- 12x +6 entre 4é-3x+2 
Resolución: 


Como los polinomios están completos y ordenados hacemos el esquema y efec- 
tuamos por Horner. 


| R(Q=-4x+2 ; 


| SE 2x* -1x 42, | esiduo =-4x +2 


MÉTODO DER FFINI | 


0 sd 


Este método es aplicable a divisores de la forma (x + a) y con ciertas restricciones 
a divisores de la forma (ax" + b) 


..—— —o o ——_—_——— TS Y an In db 


:196 a o Ha cel Coueñas 


¡He Divisor de la forma: x + a 


Para dividir por el método de Ruffini se trazan dos rayas que se intersectan, una 
vertical y una horizontal, encima de la raya horizontal y a la derecha de la vertical se 
coloca los coeficientes del dividendo con su propio signo y encima de la raya hon- 
zontal y a la izquierda de la vertical se coloca aquel valor de "x” que anula el divisor. 


Ejemplo: Dividir: 9x3 - 12x? + 6x - 3 entre x-3 
Resolución: 


La disposición de los coeficientes sería: 


- El valor de "x" que anula al 


divisor (x - 3) es: | x =(9) 


Para comenzar a dividir se procede de la siguiente manera: 


El primer coeficiente se baja de frente y se 
escribe en el resultado debajo de la línea 
horizontal, este resultado se multiplica por el 
número encerrado en la circunferencia y se 
coloca debajo del siguiente coeficiente del 
dividendo esta columna se suma y se obtie- 
ne un segundo coeficiente en el resultado el 
cual a su vez se vuelve a multiplicar por el 
número en la circunferencia y se coloca en 
la columna que sigue debajo del siguiente 
coeficiente del dividendo, esta operación se 
repite hasta agotar los coeficientes del divi- 
Residuo  Jendo. El último coeficiente del resultado 
=150 constituye el residuo y los anteriores consti- 
tuyen los coeficientes del cociente. 


¡ Cociente: 
7% 9x2 + 15x + 51 


Nota: Nótese que el grado del cociente es uno menor que el grado del 
dividendo. 


Ejemplo 0) : Dividir: 3x3 - 2x + 1 entre x + 2 
Resolución: 


- Completamos el dividendo así: 3x3 - 2x +1 =3x? + 0x? - 2x + 1 


- El valor de "x" que anula al divisor: 


x+2.es: x= (9) 


- Residuo: - 19 


El cociente sería: Q = 3x? - 6x + 10 


El residuo sería: R=-19 


| Cociente: 


3x2 - 6x + 10 Nota: No debemos olvidarnos 
, de colocar un cero por cada tér- 
mino que falte para completar 
el polinomio dividendo. 


Residuo = -19 


CASOS ESPECIALES 


12  Divisor de la forma: ax +b 


Ante todo, debemos tener en cuenta que para aplicar el método de Ruffini en una 
división, el coeficiente del término en "x" en el divisor debe ser la unidad. 


Para lograrlo se procederá a dividir el dividendo y el divisor por el coeficiente del 
término en "x" en el divisor, después de lo cual el cociente no variará pero el resi- 
duo quedará dividido por dicho número, por lo que el residuo que se obtenga en la 
división será un residuo falso y para obtener el verdadero deberá multiplicarse el 
residuo falso por aquel número por el que se dividió al dividendo y el divisor. 


Ejemplo O) : Dividir: 6x? + x? + 8x - 6 entre 3x- 1 
Resolución: 


- En primer lugar dividimos entre 3 tanto al dividendo como al divisor. 


3 2 
o entre, 3X-1 obteniendo 2x +1x +8%-2 entre x-1 
3 
- En segundo lugar, aplicamos el método de Ruffini: 
2 118 2 - El valor de "x” que anula al divisor: 


3 3 4 7 
Dil 21 3 3 


e 


R 
2 1 3 -1———Residuo falso=-1. "* Rí=-1 j 


La Cociente: 2x? + x + 3. 


8 Panel Coveñas MaquicioÓ 


Luego: El residuo verdadero sería: 


Q(x) = 2x7 + x + 3 
av Zi3 >» o Rf=-1; Rv=-3! 


a "ge nd 


Ejemplo b:: Dividir: 44 + 4 + 7x2 - 3x-4 entre 2x-1 
Resolución: 
- En primer lugar dividimos entre 2, tanto al dividendo como al divisor: 


4 3 2 
dx +4x +7X -3X-4 contre: 2X-Y obteniendo 
2 2 


2x +2 Le -2%-2 entre x- 2 
2 2 2 


- En segundo lugar, aplicamos el método de Ruffini 


7 23 - El valor de “x” que anula al divisor: 


gel es :]x 
2 


ES A E 1 
———Residuo falso =-3/2  ""» Rf=-3/2 


Luego: El residuo verdadero sería: 
3 
Rv=% (3) QU) = 23 + 3x2 + 5x +1 | 
avala mo Rf =-3/23 Rv =-31 


"IRAN AA RAS AE 
22  Divisor de la forma: x"ta 


- La condición para que una división de este tipo se pueda realizar por el méto- 
do de Ruffini es que los exponentes de la variable "x" en el dividendo sean 
múltiplos del exponente de "x" en el divisor. Para poder dividir por este méto- 
do se hace el cambio de variable; x” = y; y se efectuará la división según lo 
establecido. 


Ejemplo Um: Dividir: 2xÉ + 3x* + 8x2+4+ 9 entre x2+1 


Resolución: 
- Haciendo el cambio de variable: ; se tiene que: 


2,3 2,2 2 2 
200) +3(x") +8(0)+9 entre x +1 mb 2y”+3y” +By+9 entre y+1 


- Luego, dividimos estos polinomios aplicando el método de Ruffini: 


2 3 8 9 - El valor de “y” que anula al divisor: 


y+1es: y=-1 
-1 2 1 -7 


9 4 7 | 2 — Residuo: R=2 
Residuo: R = 


lu Cociente: 2y? + y+ 7 Q) =2y">y +7: 


Reemplazando: y = x?; obtenemos que: 
Q(y) = 2y+y+7 


QU) = 2 Y +47 = 2x4 x +7 


y 


Qu) = xx +7 | 
(A É 


VE A RETA A TAI e MO 


Ejemplo E): Dividir: xP+ 2x8 - 32348 entre x23- 1 
Resolución: 


Haciendo el cambio de variable: x?2% = y  ; donde: x? = y? 
Luego: x PU y —A o 8 entre o 1 
322 
y +2y -3y+8 entre y-1 


Ahora dividimos estos polinomios aplicando el método de Ruffini: 


1 2 FU 8 - El valor de "y" que anula al divisor: 
y-1es: y=1 | a 


8 ——> Residuo: 8 
E a q 


L Cociente: 1y? + 3y + 0 "» Q(y) = y? + 3y 


Reemplazamos: y = x?9; obteniendo: QU) = pá y +3) =y E 
E PORN 
il 


TEOREMA DEL RESTO O DE DESCARTES ; 
NN ans dE 


Permite calcular el resto, sin necesidad de efectuar la operación de la división. Se 
emplea por io general para divisiones de polinomios de cualquier grado entre divi- 
sores de la forma: ax + b, o cualquier otra expresión transformable a esta. 

Lema o Enunciado de Descartes: 

Dado un polinomio P(x) como dividendo y un divisor de la forma: (ax + b). Para 
calcular el resto en forma directa, se iguala el divisor a cero; se despeja la variable 
y esta se reemplaza en el dividendo. 

Ejemplo (m: Calcular el residuo de dividir: x* - 2x? + 5x - 3 entre 2x- 1 
Resolución: 

igualamos el divisor a cero: 2x-1=0 =  x=1/2 


Este valor de x = 1/2, lo reemplazamos en el dividendo: 


Dividendo = Xx? - 2x? + 5x - 3 


3 2 
Résiduo. — (3) pa (3 po (2)-3 ¿bae 
2 2 2 8 2 2 
1-4+420-24 Residuo = -7/8 


8 A RR O in 


Ejemplo € : Calcular el residuo de dividir: x20 - 2x6 + 1 entre x+1 


=—- 
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Resolución: 
Igualamos el divisor acero: x+1=0  = ¡== 
Este valor de x = -1 lo reemplazamos en el dividendo: 
Dividendo = x? - 2x6 + 1 
Residuo = (-1)% -2 (-1)6+1=1-2(1)+1=0 mb - Residuo= cero | 


Ejemplo O: Calcuar el valor de "k" para que el polinomio: x3 - kx? + x + 6; sea 
divisible por x + 2 


Resolución: 


Primero calculamos el residuo de la división con el procedimiento ya señalado; y lo 
igualamos a cero para que se cumpla la condición de divisibilidad. 


- Igualamos el divisor a cero: x+2=0  = x=-2: 


- Este valor de x = -2; lo reemplazamos en el dividendo: 


Dividendo = x kx +x+6 
h 3 2 1 EL q 
Residuo, = (-2) —k(-2) +(-2)+6 ; Por divisibilidad 


Divisibilidad: 
O = -8-4k-2+6 


Se dice que un polinomio es divisible | 


pa p a por otro cuando al dividirse resulta | 
ik =-11 como cociente una expresión | 


algebraica entera y como residuo, cero. | 


Ejempio (4): Determinar los coeficientes a y b para el polinomio: 
3 + 6x? + ax + b; sea divisible por: x? - 4 
Resolución: 
- Igualamos el divisor a cero: x?-4=0 => x2=4 > x=1/4 = x=2 
- Reemplazamos el valor de x = + 2; en el dividendo: 


>EDIUDI 


> 
Para: x=2 = (2% + 6(2)* + a(2) + b = Dividendo; (Por divisibilidad) 


8+24+2a+b=0> 2a+b=-32 41) 


Para: x=-2 =>  (-2)% + 6(-2? + a(-2) + b = dividendo: (Por divisibilidad) 
-8+24-2a+b=0 > -2a+b=-16: (2) 
Sumamos miembro a miembro (1) y (2); obteniendo: 
2b=-48 > . b=-24 


Reemplazamos el valor de "b" en (1): 


2a + (24) =-32 = mo a=4 


TALLER DE 
EJERCICIOS ON Pe 


HAD 


1. Las siguientes divisiones son exactas. Halla el polinomio cociente en cada 
division: 
(20x? - 2x? - 16x + 6) : (4x - 2) 
(9% + 3x? + x -1): (3x - 1) 
(38x! - 65x3 + 27) : (2x? - 5x + 3) 
(12x* - 7x3 - 74x? - 7x + 2): (3x? - 7x - 4) 
(15x* - 29x3 + 54x? - 34x + 24) : (3x? - 4x + 6) 
(2x5 + 10x* - 13x3 - 29x? + 51x - 18) : (x? + 5x - 3) 
(18x5 + 57x3 + 8x? + 30x + 20) : (2x? + 5) 
(5x? - 15x3 + 3x* + 6x3 + 6x? - 24x + 8) : (x? - 3x + 1) 


(2x5 - 9x1 + 21x3 - 29x?2 - 1 + 10x) entre (-5x + 1 + 2x3) 


(8x -2x 3 -s) entre [+ 21.) 
4 3 2 
(+ 5x* - 9x3 - 340x - 125x? - 300) entre (-15x + x? - 50) 


(y AA Le) entre (24 bei) 
3 36 24 4 3 2 4 


L> » ==. 
EL Matematica El 
3.  Halla el cociente y residuo en cada división: 
| a) (24x20+2 - A6x22+3 - 20 x29+4 y 50x28+5) . (8xa+1 E 10x*+2) 
b) (8? - 6x2+1 + 6x2 - 15x91) : (3x? - 3x) 
ce)  (18x8*? + 6x2+1 + 2x2 - 2x1) : (6x? - 2x?1) 


4. — Mediante la regla de Ruffini, halla el cociente y el resto de las divisiones si- 
guientes: 


PA - 3x3 + 5x - 8): (x +2) b) (3x3 - 5x? + 7) : (x - 3) 
c)  (x*- 3x3 - 54x - 2) : (x - 2) | d) (2x3 - 6x? + 3): (x- 1) 
e)  (3x- 8x3 +2x2) : (x +1) f  (2x-9x?+ 18x - 12) : (x- 4) 


a) OS h) Qé - 6x2 + 2x + 5) : (x +3) 


A A O A A A A RO RL AAA AMAN AG 


5.  Halla el cociente y residuo en cada división, aplicando el método de Horner. 


a)  (2x*- 6x3 + 3x? - 4x - 2): (x? + x - 3) | 
b)  (9x3+12x2+ 12x+ 1): (1 + 3x + 2) 

c) (9x5 + 9x1 - 16x3 - 14x? + 8x - 3) : (3x3 + 2x? + 5) 

d) (7x2 -xó-27x+x5 +10) : (x? - x + 5) 

e)  (38x* + 27 - 65x3) : (-5x + 2x? + 3) 

1 (10x” - 29x?2 + 2x5 + 51x - 13x3 - 18) : (5x + x? - 3) 


6.  Halla el residuo de las divisiones siguientes; empleando el teorema del resto. 


a)  (2x%-3x%+5x-4): (x-2) | b) (6x* - 2x3 + 3x2-1) : (x- 1) 
Cc)  (2x%- 5x4 + 7x2 4 3): (x+ 1) | d) (x - y?) entre (x + y) 


e) (+ 2x%a + a?) entre (x + a) f)  (é - 6ax + 3a*) entre (x - 2a) | 


A 


7. Determinar el valor de "k" para que el polinomio: x* - 5x2 +-7x + k, sea divisible 
por (Xx + 2) 


8. Determinar el valor de "k” para que el polinomio: x/ - 5x3 + 6x? + k, sea divisible 
por (x - 3) 


9. ¿Cuál es el valor de "n”; para que el polinomio: (x3 + ny?) - (x + y)? sea divisible 
por (Xx + y) 
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E 10. ¿Cuál es el valor de "n”; para que el polinomio: (8a” + nb?) - (a + 3b)? + (4a? + 
: Anb”) sea divisible entre (a + b) 


41. Determinar a y b para que el polinomio: x* - 8x3 + 3x? - ax + b; sea divisible 
"por: x2- 1. 


A 


RESPUESTAS TALLER (13) 
SN RANIA 


N 
PR 


a)5x2+2x-3 b)3x2+2x+1 Cc) 19x2+ 15x +9 
d)4é+7x-3 e)5x?-3x+4 1f)2x3-7x+6 
9) 9x7 +6x +4 h)5x*-2x?+8 


02.) a) Cociente =x3 - 2x2 +5x-1  b) Cociente = IL 4 128 
4 8 48 


Residuo = Cero Residuo = “e e 
c) Cociente = x? + 5x + 6 d) Cociente = 5 


Residuo = Cero Residuo = Cero 


e a) Cociente: 3x2+1 - 2x3+2 . 5x3+3_ ;  Residuo: Cero 
b) Cociente: x? - x21 4 x3-2 : — Residuo: -12x2"1 
c) Cociente: 3x? + 2x + 1 ;  Residuo: Cero 


4.) a) Cociente: x? - 5x? + 10x - 15 b) Cociente: 3x? + 4x + 12 
Residuo: 22 Residuo: 43 
c) Cociente: x* + 2x3 + x? + 2x - 50 d) Cociente: 2x? - 4x - 4 
Residuo: -102 Residuo: -1 


e) Cociente: 3x*-- 3x3 - 5x? + 7x -7 f) Cociente: 2x? - x + 14 
Residuo: 7 Residuo: 44 


Cociente: 2, 2 Le +ixgl h) Cociente: x? -9x + 29 
ñ 3 


6 3 3 
Residuo: El Residuo: -82 
3 
a) Cociente: 2x? - 8x + 17 b) Cociente: 9x - 15 
Residuo: -45x + 49 Residuo: 39x + 31 


c) Cociente: 3x? + x - 6 d) Cociente: xÍ - 5x + 2 
Residuo: -17x? + 3x + 27 Residuo: cero 


e) Cociente: 19x? + 15x + 9 f) Cociente: 2x? - 7x + 6 
Residuo: Cero Residuo: Cero 


a) R=22 b)R=6 c)RrR=7 
d) R = Cero e) 2a? f) R= -5a? 


O :-0 O n=: 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: | 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Ejercicio O: Determinar la suma de coeficientes del cociente que se obtiene al 
di Pé + 3x2 - 2x* - 6): (2 +x +1) 

A) -1 B) 4 C)1 D) 2 E)3 
Resolución: 


> Los términos del polinomio dividendo los ordenamos en forma descendente y 
a la vez los términos que faltan se completan con ceros, veamos: 


Pé - 2x* + 0x3 + 3x? + 0x - 6) : (24 x+ 1) 


. Efectuamos la división, aplicando el método de coeficientes separados. 


AN 0 3 0 -6 
A_ 1-1 | 1 3 2 4 6" (Cociente) 
NY A 
e Coeficientes 
Ae de 3 del Cociente 
A 6 0 
A 2 2 y ra e Ss 
A -2 -6 |..  Lasuma de coeficientes del * 
4 4 4 cociente es: 1-3+2+4=4 | 
Residuo: 6-10] s . “2 pta. B 


4 2 
Ejercicios d : Señale: (mn) de la división exacta: gim +n-2 


xo =x>+1 
A)2 B)3 C)6 D)8 E) 10 
Resolución: 


. Los términos del polinomio dividendo los á 3 2 
ordenamos en forma descendente y a X_+0x +(m-1)x"+0x+(n-2) 
la vez los términos que faltan se com- LS —x+1 
pletan con ceros, veamos: 


. Efectuamos la división, aplicando el método de coeficientes separados. 


A 0 (m-1t 0 


a el -1 1 1  (m-1) "» (Cociente) 
A (m-aye + 
MA ER 


eh -1  (n=8) 
Am=T) (m-1) -(m- 1) 


Residuo: (m-2) (n-m- 1) 
$ Como la división es exacta: 1) m-2=0 >, 4m=2 
ii) n-m-1=0 =n-2-1=0 =>. m33 


-nm=3.2=6 1 Rpta. C 


AAA 


pl 3 
3x +x +ax+b 


Ejercicio 6: Calcular: "a + b”; si al dividir: === ; el resto es: 3x + 5 
X +x+1 
A) 1 B) -13 0) 13 D) -12 E) 12 
Resolución: 


3 2 
. Ordenamos los términos del dividendo; obteniendo: HAB ABND 


2 
X +Xx+1 


. Efectuamos la división, empleando el método de los coeficientes separa- 
dos. 


FL Watemácica El 207. 


A 3 a b 1 1 1 
A A -1 1 2 (Cociente) 


*  (a-1) b 
vé 2 Ez Cociente = 1x + 2 


Residuo: (a-3) (b-2) 
Residuo = (a - 3)x + (b - 2) 
3x + 5 = (a - 3)x + (b - 2) 


Por comparación de términos: 


i)  3=a-3=  a=6 
Rpta. C 


>. Do =13! 

 -5=b-2 =¿b=7",0, " MERA 
Ejercicio E) : Si dos factores de: 2x3 - hx + k; son: (x + 2) y (x- 1) el valor de: 2h 
- 3k; es: 
D) 1 E) O 


A)4 B)3 c)2 


Resolución: 


. De acuerdo al enunciado: 2x3 - hx + k = (x +2) (x- 1). (1) 


2x3 - hx+k=(x?2+x-2). (1) 


Donde: 
2 +0x? - hx+k | Xx +x-2 
ZÓ -2x + 4x f=2x-2 
2% + (4 - h)x + k 
PRA 2x - 4 


(6 - h)x + (k - 4) 


2h - 3k =2 (6) - 3 (4) =0 
2h-3k=0| Rpta. E 


Luego: 


Ejercicios (5) : Hallar el resto que se obtiene de dividir: (4x3 - 3x? + 2x - 4) : (x + 3) 
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A) 143 B) 144 C) -145 D) 142 E) N.A. 
Resolución: 
Por el Teorema del Resto: x+3=0 = .. Xx=-3 


Luego; reemplazando el valor de x = -3; en el polinomio dividendo, obteniendo asi 
el valor del residuo o resto. 


Resto = 4 (-3)é - 3 (-3)? + 2 (-3) - 4 


Resto =-108 - 27-6-4 = -.  —Resto=-145 ' Rpta. C 


$ 3 2 
Ejercicio ([) : Ena división: LP +H8-13)x +axta15 
Xx +2x +x-4 
Hallar el resto R(x) sabiendo que es de primer grado. 
A) 17x+6 B) x C) 15x + 1 D)x+6 E) -15x + 6 
Resolución: 
Los polinomios dividendo y divisor se pueden escribir de la manera siguiente: 
Dividendo: 2x5 + 0x* - 6x3 + (a - 13)x? + ax + (a + 5) 
Divisor: A+ 2x4 x-4 
Luego, efectuamos la división: 
2% + 0x - 6x3 + (a- 13)>2+ax+(a+5) | x3+2x2+x-4 
2% - 4x0 - 2x3 + 8x2 2x? - 4x 
ea + (a- 5) + ax 
140808 4 4x2  -16x 
Resto: R(x) = (a - 1)x? + (a - 16)x + (a + 5) 
AAA A 
. Como se podrá observar el resto o residuo R(x) es de segundo grado mien- 


tras el divisor es de tercer grado, pues esto nos indica que no podemos con- 
tinuar con la división. 


. También sabemos de acuerdo al enunciado de este ejercicio que el resto R(x) 
es de primer grado, lo cual (a - 1)x? debe ser igual a cero. Veamos: 


(a - 1)x?=0 >= a-1=0 => - cazd 
Luego, reemplazamos el valor de a = 1; en la expresión: 
Resto = R(x) = (a - 1)x? + (a - 16)x + (a + 5) 
= (1 - 1)x2 + (1 - 16)x + (1 + 5) = -15x + 6 


Resto = R(x) =-15x+6"  Rpta. E 


A A A 
Ejercicio 73 : Hallar el valor numérico de "m" para que el polinomio: 


mx3 + 6x? + 32; sea divisilbe por el binomio: x + 4 
A) 1 B)2 Ñ D) 4 E) 5 


Resolución: 
. Por el teorema del resto; al divisor lo igualamos cero, veamos: 


x+4=0 E x=-4 


Luego el valor de x = -4 lo reemplazamos en el polinomio dividendo, obteniendo asi 
el valor del residuo. 


Residuo = m (-4)? + 6 (-4)? + 32 
Residuo = -64m +96 + 32= -64m+ 128 


. Pero como nos dicen que el polinomio mx3 + 6x? + 32, sea divisible por el 
binomio: x + 4; esto quiere decir que la división es exacta, osea que residuo 
es igual a cero, osea: 


Residuo =|¡- 64 m + 128 =0 


£4m=-1288 => : m=21  RptaB 


Ejercicio O: Efectuar: [a+ je ] : (2-1. 2 ] se obtiene: mín; 


x-3 
Calcular: (m + n)? 

A) 4 B)9 C) 25 D) 16 E) 36 
Resolución: 


. Efectuando operaciones en cada polinomio, obtenemos: 


m0 hana Gracias Vague 


(21) , PM] 
2x-6 x-3 
2 2 
2x -12x+18+5x ¿ 2x —-7x+43+15 
2(x - 3) (x-3) 
AGE AD 
2 -7x+18 ] 2x -7x+18 BD BC 
2(x-3) (x-3) A 
aa [ > ] _m 
2(X=3) 2x—TX 118 n 
ES 
1 m m=1 
== — =>» 
Es n=2 
Luego: — (m+n?=(1+22=9 = : (m+n?2=9| Rpta. B 


Ejercicio (9) : Hallar: (a + b) si el polinomio: x3 - 11x? - bx + a; es divisible entre: 
x? - 9 


A) 108 B) 107 C) 106 D) 105 E) 104 


Resolución: 


Primer Método: 


A -11x - bx +a | x? + 0x - 9 


A + 0x? + 9x x-11 a 
—_A Donde:  i) (9-b)=0 = [b=9 
HR + (9 - b)x + a 
+J4X + 0x - 99 ii  (a-99=0=  a=99 
Residuo: (9 - b)x + (a - 99) = 0 ES a+b=9+99=108| Rpta. A 


. Segundo Método: Por el Teorema del resto, igualamos el divisor a cero; veamos: 
xXx -9=0 > x=4V/9 => x=33 


. Los valores de x = 3 y x = -3, los reemplazamos en el dividendo, así: 


Para: x=3 > X-11x-bx+a= (3) - 11(3)? - b(3) +a=0 
a-3b=721 (1 


Para x=3 => x-112-bx+a=(-3)-11(-3) -b(-3)+a=0 
. Reemplazamos (il) en (1): 
126-3b-3b=72 => 54=Bb mb b=9. 
+  Elvalorde b=9, lo reemplazamos en (II); a=126-3(9) ""» .. a=99 
Luego, hallamos el valor de: "(a + b)" 


a+b=99+9=108 Í[  Rpta.A 
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Ejercicio 110) : El polinomio: 4x“ + 5x3 - 3x2 + mx + n, es divisible por: 2x2 + x-1. 
Encontrar: mí/n. 


A) -2, 2 B) 1,1 C) -3,3 D) 4,4 E) 5,5 
Resolución: 


. Aplicando el método de Horner, obtenemos: 


Luego: T= =--22 => '. T=2g2l Rpta. A 
n 5/4 5 n 


A 
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2.4.6 COCIENTES NOTABLES 


Los Cocientes Notables son ciertos cocientes que se escriben por simple 
inspección, sujetándose a reglas fijas y sin realizar la división. 


Cociente de la diferencia de los cuadrados de dos monomios entre la 
suma o la diferencia de los mismos. 


+ Se trata de los cocientes que se obtienen de x2_y?. xy 
las divisiones que pertenecen a estas formas: o O. q xy 
Si efectuamos las divisiones se tiene: 
pS - y? x+y x? - y? x- y 
Xx? - xy | X-y : Xx +x | x+y 
-y y Y 
+xy +y? -Xy +y? 
0 0 
2 2 2 2 
Por lo tanto: ey 2 + y 


La diferencia de los cuadrados de dos monomios entre la suma de los li 
mismos es igual a la diferencia de ellos. 


La diferencia de los cuadrados de dos monomios entre la diferencia de | 
los mismos es igual a la suma de ellos. 


pr TA TRISTAN 


Ejemplos: Hallar el cociente de cada una de las divisiones siguientes: 


2 2 2 2,2 
pelada. b) APTA 


x+1 x+1 x+2 x+2 


=x-2 


a) 

2 2 2 2 2 2 
c) O A d) 9x -25_(8x) -5 _3, 5 
x-4 x-4 3x+5 (3x)+5 


(+) Ay” (+ d —Ry 


SL 1 =(x+1)+2y 
8+z 8+z x+1-2y (+ 1) -(2y) 
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COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS DE DOS 
MONOMIOS ENTRE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS MISMOS: 


SL P 3 3 
Se trata de escribir por simple xXx +y xXx -y 
inspección los cocientes: y x-y 


Efectuando la división se tiene: 


3 + 
nl -x?y 
- x?y : 
+ xy + xy? 
+ xy? + y 
de 
3.18 3.3 , 
Porlotanto: LY -xg+y 0: LY yy! 
x+y x-y h 


La suma de los cubos de dos monomios entre la suma de los mismo es 
igual al cuadrado del primero, menos el producto del primero por el | 
segundo más el cuadrado del segundo. 


La diferencia de los cubos de dos monomios entre la diferencia de los , 
mismos es igual al cuadrado del primero más el producto del primero É 


por el segundo más el cuadrado del segundo. 


Ejemplos: Halla el cociente de cada una de las divisiones siguientes: 


a) 


b) 


3 8 3 A b Sm 
AH LE 22 3 hd 
x+2 x+2 


3 3 3 
XL ERA MA aa M6 
x+4 x+4 


A A e rr 


+ IS Manel Ureta Upa E 
3 3 3 

c) y NETA tay 
O 
25-64x 5 (A) 2 2. Ea o 

a) 125-6%x 2 5 Aa) (Ax) =25+20x +16x 


5-4 -5-(4x") 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


1. Aplica la regla de los cocientes notables; halla el cociente de: 


PH TA A a 
; 2 ! 
a) BOL ¡ Et". | y sil as 
x-6 ¿ z2+2 ! x-12 
EZ ¿a ¡y 100-4x 
6x+1 | 3x+1 | 10+2x 
| 
64x -81 By 1 L (ery) —(z-2w) 
=P + RA y A 
' 8x-9 | 9x y +1 X+y+Z-2w 
| 
3 d 
o ex y x 0,81x-0,64y" _ | | 169x”-064y" _ 
A 0,9x” +0,8y" 13x"+0,8y 


2. Aplica la regla de los cocientes notables y halla el cociente de: 


x +125 1 000+x 
A b) 
x+5 10+x 
6 j 0. 12 
e) 5 Y, = 
x -y 
PES y 125%” —64y 
9 === = ) ka 
x+6 5x —4y 
A 512x"-729y" _ | , 0.008%+0.027y% | 0,001" -0,125y" _ 
8x” -9y" 0,02x+0,3y” 0,1x" -0,5y” 


a 
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2.4.7 EN GENERAL LOS COCIENTES NOTABLES: 


Son casos especiales de división exacta entre divisores binomios de la for- 


x ta 


+ en los cuales es posible deducir el cociente sin necesidad de 
xta 
» $. 


efectuar la operación; donde "x" y "a" serán las bases y n e IN. 


. Se presentan 4 casos: 


5 5 
B E 4 JE 3 4 
Ejemplo (4: 2 +ax +ax +ax+a 
x-a 


3 3 3 3 
] 8x -—64y (2x) -(4y) 2 2 
Ejemplo (2): PX -%Y 0-8 a ne + (4 
jemplo (2) a 2x0-16y) (2x) +(4y1(2x)+(4y) 


= 4x? + 8xy + 16y? 


24 2,2 2 
Ejemplo G): re ra +7 


3 3 3 
h - 5x) -1 2 2 2 
Ejemplo (2): TES = (5x) +H(SBxAD+Í =25x +5x+1 


n n ' 
pa > - n-1 n-2 2 n-3 3 n4 n1 7 
a O A O 


Nota: No desarrollamos el caso en que n = número impar, ya que la * 
division no es exacta y por lo que excluiremos el caso del estudio como 
cociente notable. ¿ 


da PA > Az E IRA . ol 


6 6 
Ejemplo (1): ¿Y =X XK Y+x Y Xy +Xxy y 
x+ y 
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8 4 2,4 4 
Ejemplo (2): 8lx -16y_ _ Px) -(2y 
3x +2y (3x)+(2y) 


(ay (ax) (2y)+(3x K2y7 -(2y)" 


il 


27x -1 8x y + 12x y = 8y 


x+a p 
Nota: No desarrollamos el caso en que n = número par; ya que la 
división no es cxacta y por lo que excluiremos el caso del estudio como 
cociente notable. 


de 7 
Ejemplo o: ES 0 xy + xy - xy xy - xy +y 
x+y 
10 5 2,5 5 
Ejemplo (2): bic de 2d ha Li 
x +2y ()+(2y) 


x- 2x y+4x y" -8x y" +1 by 


4to. CASO: +2 _- Noes cociente notable 


x-a 
TA O AR DIA AA d 


Nota: Sólo consideramos como cocientes notables aquellas divisiones 


Ob 
x ta 


de la forma: que sean exactas. 


Observaciones: 


n n 
xHEÉA 


1. Al desarrollar exprestones de la forma: ; el exponente del 


xita 
prumer término irá disminuyendo de uno en uno a partir de (n - 1) 
hasta cero inclusive mientras que el exponente del segundo término 
irá aumentando de uno en uno a partir de cero hasta (n - 1) inclusive. 


Y en roy ey —oó N2yr +(2y)* 


dais 


El desarrollo tiene "n" términos. 


En los cocientes notables que tengan por denominador expresiones 
de la forma (x - a) los signos de los términos del desarrollo serán 
positivos. 


4.  Enloscocientes notables que tengan por denominador expresiones 
de la forma (x + a) los signos de los términos del desarrollo serán 
alternadamente positivos y negativos. 


5. Cualquier término del desarrollo de un cociente notable se puede en- 
contrar usando la fórmula: Tx =xX"* a'"1; en donde "k" es el lugar del 
término que se pide, "x" representa el primer término del denomina- 
dor del cociente notable, "a” representa el segundo término del deno- 
minador del cociente notable y "n" es el exponente común al cual es- 
tán elevados cada uno de los términos del denominador del cociente y 
que aparecen en el numerador. 


Cta. ; sea desarrollada 
x ta 


como cociente notable, ante todo debe cumplirse que: 


6. Para que una expresión de la forma: 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
COCIENTES NOTABLES 


xvx +8 


Vx +2 


Ejercicio $: Efectuar: 


Resolución: 


3 
XxYx+8 _ xx +8 E 42 pl (dx +2 


A 
dr ss 
E ( 


XYX +8 o) 
NIT 


[as Planuel Coveñas Maquicie” 
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Ejercicio H: Calcutar el número de términos del desarrollo de: 2 7 as 
x -2 
Resolución: 
12 2,6 6 n n 
EM = As el : esta expresión es de la forma: 2-4 
x -2 (x )-(2) a 
Donde: n=6 
El cociente tendrá 6 términos | 
tg 
Ejercicio 9: Calcular el quinto término del desarrollo de: 2 == 
x -2 
Resolución: 
12 26 6 
£ e 5 CAP 8 ; para hallar el 5to. término aplicamos. 
x -2  (x )-(2) 
La fórmula: ESTA donde: k=5;n=6 
zY > 2 
Luego: T = póy ay '= (é Ney mb -. T =16x | 
- PA 
x+1) -1 
Ejercicio Ó: Desarrollar: M= Ed, 
x 
Resolución: 
Sumando y restando 1 en el denominador, se obtiene: 
3 3 3 
mM - (+0 -1 ME +Hx+MDAT 
x+1-1 (+ 1)-1 
M=x +2x+tex+tad Mb MN +3x+3| 
2n+2 dá 3n 
Ejercicio HÓ: Calcular el valor de "n" en: =P para que sea un cociente 
x y 


notable. 


EC Matemática E) A O | 
Resolución: 


Para que la expresión dada sea cociente notable debe cumplirse que: 


20+2_ 3n_ _ 2(*H)_ 3n 
n+1  2n-1 ar)  2n-1 


> 4n-2=3n "» -  n=2 


Ejercicio 0 : Calcular el término 25 en el desarrollo del cociente notable: 


150 100 
x_-a 
3 2 
x +a 
Ax”. as B) x2 . a?8 C) x??.a56 D) x?S.a26 E) 2. a? 
Resolución: 
150 e 
La expresión: > ; se puede escribir de la manera siguiente: 
x +a 


¡A CU 


Ñ 5 — ¡para hallar el 25 avo. término; aplicamos la fórmula: 
b0)+(a ) 


Donde: K=25;n=50 


Luego: TE CO = a” == 
25 
75 48 3 
T =x -a*, Rpta. A 
25 ¿ 


Ejercicio 17d : El número de términos que tiene el desarrollo del cociente nota- 


e a a 
ble: OS ;es: 
x -y 
A)3 B)6 0) 4 D) 32 E) 64 
Resolución: 
3 4 


a ete . 
La expresión: + ; Se puede escribir de la manera siguiente: 
ps 


A a O 


e 256 El py 
OS = A , esta última expresión es de la forma: 
x -y 0) ) sd 


n 
x-a 
siendo: n E 32 


dicho cociente es: 32 


2 ISA RR IS MDAS —-— S S AR 


El número de términos que tiene 
: Rpta. D 


Pp 
A é z x — . 
Ejercicio H: Si el cociente notable: 4 es exacto. Indicar el total de sus 


y 
términos de su desarrollo. 
A) 36 B)8 C) 12 D) 16 E) 20 
Resolución: 
ye y 2 

Para que dicha expresión: E ; sea desarrollada como un cociente notable, 

Y 
debe cumplirse que: 5 == 

p 


St e 
Donde: p-p = 432-3 B D 


p = 432.3 = p=vV432.3=4/1296 Entonces: A-D=B-C 


O, CAMAS SA a is de. 


pero: 1 29%6=16-81 = p=V16-81=4-9 > -Ppe36" 


Reemplazamos el valor de p=36 ;en la expresión inicial: 


Pp 432 36 432 3,12 36,12 
EN ¿oo _ (0) MM ) 
3 Pp 3 36 3 36 
x= y x -y (x)-(y ) 
n n 
Esta última expresión es de la forma: z ; siendo: n= 12 
x-a 


:. El-húmero total de términos que tiene el desarrollo del cociente notable. es: 121 


Secheemdcnlar denle: comer enla sii ar 


A A NA A A a Pa | 


e 


> Y 
ze 12 
x —Y 


Calcular el quinto término de: 


128-x' 
2-x 


x Vx-81 


Efectuar: 
Ax -3 


3 
A - 4-64 
x 


Desarrollar: 


Calcular el número de términos 


15 
del desarrollo de: £ 82 
x -2 
e y” 
Calcular "n" en: 373 ; 
O 


para que sea un cociente nota- 
ble. 


Calcular el sexto término del de- 
Xx +128y' 
x +2y 


sarrollo de: 


Hallar el coeficiente del cuarto 
término del desarrollo de: 


32x +243y” 
2x+3y 


TALLER DE . 
EJERCICIOS N? (15) 


A) -108 B) -27 C)-54 D) -81 E)-12 


.9.. Hallar el valor numérico del térmi- 


no de lugar 29 para x = -1, del de- 
sarrollo del cociente: 


(x+ 3” o xo 
2x+3 
A) 28 B)256 C) 128 D)64 E) 32 


10 El grado absoluto del término de 
lugar 6 del siguiente cociente no- 
de + y" 

x +y 


, es: 


A)9 B)10 C)18 D)19 E)21 


41. Calcular el cuarto término del de- 


sarrollo: 
1 2 
8 X12 
Xx 
a 
Xx 
Ap B)1 C)1/x D)-1 Ex“ 
112, Dado el siguiente cociente nota- 
Ez 40 
de 
AF 


Indique el octavo término de su desa- 
rrollo, 


A) x1%y!6 
D) eye 


B) pe 
E) xy? 


C) x12y28 


AAA AA 
222 Want Eoveñas Naguihe O 
641 sn es exacto. Hallar el valor de "n” (n e IN) 


13. Si el cociente: E D 
PA A)2 B)4 C)6 DJ8  EJ10 


- RESPUESTAS TALLER (15: 


1. T,=xyY 2.T,=4x 3. x+3 Vx” +9 YX +27 


4. R=x” +12x+48 5.n=5términos 6.n=4 
E “is 32x y? 8.C 9.C 


i 
| 10.D 11.B 12.C 13.B 
¿ 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


18 12 
Ejercicio O: Calcular el cuarto término del desarrollo de: pe e de 
(x+y) —(x—y) 


para: x=24/3 ; y = 10 
A) 32 B) 64 C) 16 D) 128 E) 81 
Resolución: 


La expresión dada, se puede escribir de ia manera siguiente: 


31 2h -.. 
[6cy”] [y | a 
5 — ; esta expresión es de la forma: : : 

(x+y) -(x-y) : bza 
Donde: ¿n= 6 É 


Luego para hallar el cuarto término de su desarrollo, aplicamos la siguiente fórmu- 


la: MEL 3 A en donde "k" es el lugar que se pide, "b" representa el primer 
EL : 


EL Matemática Bl 


término del denominador del cociente notable; "a" representa el segundo término 
del denominador del cociente notable y "n" es el exponente común al cual están 
elevados cada uno de los términos del denominador del cociente notable y que 
aparecen en el numerador. 


= 

o 
fa] 

e] 

— 

E 

Il 

[e 
Ñ 
e 

» 

5 
o 
» 

w 
ho] 
D 
ps 
>| 
E 
A 
(e) 
O, 
O 
Q, 
S: 
o 


a? 2 Y 6 6 
T,= [cy] [y] =0y" y) 
6 2 27 
T, =l0+ y] =[x Ss ] 
Reemplazamos los valores de: E x=24/3 ; y =410 ; en esta última expresión: 


po =[exay oy | =(12-10) =2* =64 


El cuarto término (T,) es: 64 E Rpta. B 


Ejercicio O: Proporcione el número de términos que presenta el desarrollo del 


x? » 4p-60 
cociente notable: E a 
x +y 
A) 60 B) 40 C) 30 D) 10 E) 20 
Resolución: 
m [> 
Para que una expresión de la forma: e a me sea desarrollada como cociente 
x +aa 
notable, debe cumplirse que: uE 
¿.n q 
Luego: Pp. ¿560 EE pe2B=80 3p=4p-60 => .. p=60 
9 


. Esta última expresión se puede escribir así: 


60 180 3,20 9,20 ien- 
Y RAY (El desarrollo de este cocien 
9 


3 8 3 te notable tiene 20 términos). 
xXx +y xXx +y 


El número de términos que presenta el ¡ 


desarrollo de dicho cociente notable es: 20 | Rpta. E 


n4+5 n 


de A jad : Xx — 
Ejercicio : Calcular el número de términos del cociente notable: E o 
Digo 


x y 
A) 10 B)7 C)5 D) 6 E)9 
Resolución: 
Por propiedad: -"1+5 _ _M_ ; Ahora resolvemos la ecuación de la manera 
Ta B-8 siguiente: 
2 2 
(n+5) e n 
(152) (53) 
2) 2 
Cara = paa > (n+5) (n-6) ='n (n-4) 
n-4 n-6 
A —n-30 = Á -4n 
3n = 30 = ([mn=10 


El número de términos del cociente notable es 10. j Rpta. A 


(a+b)" +(a-b)” 
2a +2b" 


re el término central para: am pene =bh= pst 
2 2 


Ejercicio O: En el cociente notable de: ; que valor adquie- 


A)2 B) 1/2 Cc) Y2 D) 2/2 E) “/2 


Resolución: 


(a+b)" +(a-b)" 


La expresión: 5 3 
2a +2b 


; se puede escribir así: 


(a+b)"+(a-bJ" _ (a+b)” +(a—b)” _ (a+b)J” +(a-b)” 


2a +2b" (a +2ab+b J)+(a —2ab+b)  (a+b) +(a-b) 


2 25 2 25 
[(a+b) ] +[(a-b) ] 
q 25% AT esta expresión es de 


(a+b) +(a—b) Lap 
b -a 
b-a 


la forma: 


Donde: n=25. ($ de términos) 


. Como el cociente notable tiene 25 términos, pues para saber que lugar ocupa 
el término central se realiza la siguiente operación: 


25 LB. nm Lugar que ocupa el término 
1 ¡12 central = 12 +1=13 
E a U 


. Ahora hallamos el término central (T,¿); Aplicando la fórmula: 


n-k Sl 
Da 
Tr. = PP "aby" = (a+b)” (a-b)” 


= [la+bla—b)]* = md 


Reemplazando por los valores de "a" y "b", en esta última expresión, obtenemos: 


EEES] 


pas x- 52]. ($38): = (/2)” 


2 2 
5 | Apta. D 


0 MR A 


13 


ms _ ______ _ Wamuetloeñas Uaquideo 


Ejercicio O: Determinar el término central en el cociente notable: 


(x+a)* el A) ax + 1y B) -a"(x + ay C) at(x cs ay? 
x +2a” +2ax D) -at(x+ aj? E) -a*(x + a)? 
Resolución: 


La expresión dado se puede escribir de la manera siguiente: 


7 
(ra) ra” - [ccra”] +4e?Y. 


2 12 2 2 2 
x +2ax+a +a (x+a) +a 


. Como el cociente notable tiene 7 términos (n = 7), pues para saber que lugar 
ocupa el término central, se realiza la siguiente operación: 


2 map Lugar que ocupa el término 
1 E 3 central = Si. 1=4 


4 


Y =ba | 3 T- (ra) La” = (x+a) a” 


5a a a) a (aa)? ] apta. A 


Ejercicio 16) : Calcule el término octavo en: 


Aa Vb B)b-Ya” Cc) Ya Ya” D) Ya“ -/b” E) Ya“ a” 
Resolución: 


La expresión dada, se puede escribir de la manera siguiente: 


Yao Nao 


Luego, hallamos el término octavo (Tg): 


a == dro " 3 (Wa E ( Je)” 


í 
A e (Wa)-o mo P pl =b- Wa” Rpta. B 


EC VHatemáto 


2.5 , FACTORIZACIÓN : 
El fin primordial de la factorización es transfomar un polinomio en un producto 


de dos o más factores. 


Aunque no haya reglas fijas y bien deteminadas para la factorización de un 
polinomio, con todo consideremos algunos ejemplos típicos, según los cua- 
les haremos algunas afirmaciones. 


Llámase factor común la expresión que está contenida en cada uno de los 
términos del polinomio dado. Generalmente el factor común es el máximo 
común divisor, pero no siempre, sino según lo exija la aplicación o circuns- 
tancia. 


Lo mencionado, podemos resumirio en el siguiente esquema: 
| 

2 
xXx +7x+10|=|(x + 2(x + 5) 


1 factorización 


- Lafactorización o descom- * 
posición en factores de 
una expresión se realiza 
solo para polinomios. 


G A continuación estudiaremos los siguientes casos de factorización: 
2.5.1 FACTORIZACIÓN DE UN POLINOMIO CON FACTOR COMÚN MONOMIO 


Factor común monomio es el monomio que esta contenido en todos los térmi- 
nos del polinomio considerado , esta formado por el M.C.D. de los coeficien- 
tes y las letras comunes elevadas a su menor exponente. 


Ejemplo 1: Sacar factor común de: ex y + 6x yz -1 Oxy w 
Resolución: 
12) Hallamos el M.C.D. de los coeficientes 8; 6 y 10 


[> M.C.D. (8; 6 y 10) =(2) 


2%) El menor exponente con que aparecen las variables comunes "x" e "y" 
son 1 para la variable "x" y 1 para la variable "y": Por lo tanto, el factor 
común es: 2xy 


Luego: 8x y + 6xyz - 10xy"w =2xY( , + = ) 


* Dividimos 8xX y :2xy = EN 
* Dividimos 6x yz 72XY:= 


* Dividimos 10xy"w : 2xy = 


Manuel Coveñas 2 
By + bx7yz— 10xcw = 2xy(4x + 3x2 Sy) | 


El Factor Comun Monomie: 
| Se determina hallarido el M.C.D. (máximo común -emún divisor de los coefi- 

cientes de todos los términos del polinomio dado el cual será el co- 

eficiente del factor común y escribiendo a continuación de él las va- 


riables comunes con el menor exponente con BES 'abátecón en el 
| polinomio. 


Luego se divide cada uno de los términos del polinomio entre el 
monromio común. Los resultados se escriben dentro de un signo de 


agrupación, osea paréntesis, corchetes o llaves. 


Ejemplo 2:  Factorizar: 2,4ab” - 1,8a%b — 0,9ab 


Resolución: 


Hallando el M.C.D. de los coeficientes, tomándolos como si fueran números 
enteros osea no se considera la coma decimal. 


> M.C.D. (24; 18 y 9) =(3) 


24-18-9|3 


8- 6-3 


* El menor exponente con que aparece la variable común "a" es 1, y el menor 
exponente con que aparece la variable "b" es 1. Por lo tanto, el factor común 


es: 3ab. 
Luego: 2,4ab* - 1,8a%b - 0,9ab = 3ab( E 

| Factor común 

* Dividimos 2,4ab” : 3ab = 


* Dividimos 1,82b : 3ab = 


* Dividimos 0,9ab : 3ab = [O 
sab ES -0/Sab = - 3ab(0,8b” 


Ejemplo 3: —Factorizar: iS 2xy + ie 


Resolución: 
* En este caso los coeficientes del polinomio son: 1, 2 y 1, siendo su M.C.D. 


igual a 1, veamos: 
> M.c.D. (1; 2y 1)=(1) 


El menor exponente de la variable común “x* es 1, portanto, el factor común 
es: x= x 


2 + =xl = +) 


Factor común 
* Dividimos x” : x= Fa 


* Dividimos 2xy : x= 


* Dividimos X : x= 
" Del QAEDA 
Ejemplo 4: —Factorizar. 12 yz - 15x yz - 6xyz + xy z 


Resolución: 


Hallamos el M.C.D. de los coeficientes: 12; 15; 6 y 9 
12-15-6-9|3 


de EL 38 O) M.c.D. (12;15; 6 y 9) =(3) 


El menor exponente con que aparece la variable común "x" es 2, la variable 
común "y", el menor exponente es 1 y la variable común “z", el menor expo- 
nente es 3. Por lo tanto, el factor común es: 3x yz”. 


Luego: 


12Yyz =- 15x yz - exyz + xxyz = 3X yz (4xy -5- 2Yz + 3xy") 


Ejemplo 5: —Factorizar: Y + yz + 290 


Resolución: 


] Hanuet Coueñas Maquiche E 


La expresión dada se puede escribir así: 


une 12 aa 238. 3 4.2 
7 + yz + n= E Y + GAY 
xy + yz + p5 = Sl + a. ) 


* Dividimos Sy: hy = ES] 


* Dividimos Xy: 5 2 =|2* 


8 
al MN 15 Ñl 
ividimos e Sy = 


Ejemplo 6: Factorizar: 6x” + pata 18x 
Resolución: 


Hallamos el M.C.D. de los coeficientes: 6; 12 y 18 


(> M.C.D. (6; 12 y 18) = 2-3 =(6) 


El menor exponente con que aparece la variable común "x" es a. Osea: 
x” por tanto el factor común es: 6x” 


Luego: 6x +12x "18 =6x( - = ) 


| Factor común E .. 
E Recuerda que: 


ia ¿mM-N 
Lo=A 


* Dividimos 6x : 6 = 
* Dividimos 12x 7" * ': 6x” = 


* Dividimos 18X” : 6x” = 


Verificación: 


Para verificar si se ha factorizado correctamente basta con examinar si al 
hacer el producto de los factores se obtiene la expresión original. 


EE usen E 


Ejemplo: Factorizar: xy + 3axYy 


Resolución: 


y “e ax y 2] xy (y +3x) | "» Verificación: 97 E xy. y + xy. 3x 
E cali 2 3 2.2 
(Expresión original) | xy (y + 3x) = xy + 3x y 


¿a TALLERDE= > 
0 EJERCICIOS N* 


Factoriza los siguientes polinomios: 
a) 6a+ 18b= b) 12x + 8bx = c) ab” +ab= 
d) és e) b'-bx= f) 36xy — 18xz = 


9) EX y -24xy= | h) 8x-16x y = i) 20ax” + 36abx = 


(2) Factorizar los siguientes polinomios: 


b) xy - 7 y + 0,6x yz = 
d) 25a%x — 30a'y + 352% = 

y 21a%bx - 15% xy - 9a'bx = 
h) -24x y + 16 y” = 8x yz 3 
i) -22abc + 44a%c — 66bc = 


1) -48ab” — 64aÍbx - 164b% = 


a) abx + 3a by -abz= 
c) -ab? + 8a by — 5abxí = 
e) 12 y + 18xy — 24xyz = 
g) 15 bc — gab - Gabx= 
ip 508 b” — 40aíb" + 30abx = 
k) T5xY + 50x y + 25xyz- = 


Factoriza los siguientes polinomios: 


a) 0,92 b — 0,6ab” + 1,2abx = b) 0,8 Y — 1,6xy z + 0,4xy = 


c) 0,5ac” + 2a%cx — 1,5abc = d) 1,6xy Z —0,8x yz” + 1,2xyz" 
_ 3.723 y A 4 


dee: 
X Y +-— f) XY - —XyZz+ —XYZ = 
8 4 21 14 35 


pe abe - £ bc = a xy a. xy z + Lx2 = 
5 4 20 4 


e) 


n+1 n 


— 6x 


2 2n 
YE 4 12x" = 


a-2 


7-17 10 ** = 


e zz 


_ RESPUESTAS TALLER 16 


(6) » S(a+3b) 


d) (1) 


9) Exy(xy — 4) Ñ 


b) 4x(3 + 2b) 
e) b(b-x) 
h) 8 (x- 2y) 


c) ab(b + a?) 
f) 18x(2y - z) 
i) 4ax(Ex + 9b) 


a) AÁb(ax + 3by — sabz) 
c) —ab(b - Bay + 5x”) 
e) —Sxy(2x — 3y + 4z) 
9) 3ab(5abc — 3a” — 2x) 
i) 10ab"(5a? — 4ab + 3b*%x) 
K) 25xy(Bxy + 2xé + Zi) 


a) 0,3ab(3a — 2ab + 4x) 
c) ac(0,5c + 2ax — 1,5b) 
e) po(< x y *+y) 
9) do Zac” + ¿1 =- 2a) 
i) (8 + 2x- x) 


2a-2 


2 
PE (x + 3x 


k) 7x -2) 


b) Xx y(2xy -T+ 0,6x yz) 
d) 5 (5x - 6d y+ 7az) 

1) 34x(7ab — 5y — 3a“bx) 
h) 8x y(3x — 2y + 2%) 

j) -22c(ab - 2a? + 3b?) 

l) —16ab(3b? + 4aÍx + abxí) 


b) 0,4xy(2xy - 4yz + 1) 
2 2 
d) 0,4xyzZ (4y” - 2xz + 3) 
ph = 5 “e É y 32 E ¿yz y 


h) 1d, S Eyz + .2) 


n+1 


j) 2x" (4-3x+ 6x7) 


D) 5x7 zx -3+2x) 


2.5.2 FACTORIZACIÓN DE UN POLINOMIO CON FACTOR COMÚN POLINOMIO 


En caso de que el polinomio tenga un factor común polinomio de dos o más 
términos para factorizarlo se procede en la misma forma como en el caso 
anterior, osea aplicando la pps distributiva, 


Ejemplo 1: —Factorizar. 3a(x-— 2y) + 6bí (x- 2y) , 
Resolución: 


1%) Hallamos el M.C.D. de los coeficientes 3 y 6 


C>  M.C.D. (3 y 6) =(8) 


SC Matemática El 


2%) El menor exponente del polinomio común (x - 2y) es 1. Por tanto el factor 
común es 3(x — 2y). 


Luego: 3a(x-— 2y) + 6b” (x — 2y) = 3(x — a 1 . 


[Factor común) | Factor común | 
* Dividimos 3a(x -— 2y) : 3(x — 


* Dividimos 6b* (x — 2y) : 3(x — 


¡ Sax — 2y) + 60 (x — 2y) = 3(x - 2y)la + 2b* y 
Ejemplo 2: —Factorizar: st (x - 2y + 164% (x- 2y - 249% (x — 2y 
Resolución: 


1%) Hallamos el M.C.D. de los coeficientes 8; 16 y 24 así: 


[> M.C.D. (8; 16 y 24) =(8) 


2?) El menor exponente del polinomio común (x — 2) es 2. Osea: (x — 2” y el 
menor exponente de la variable "a" es 2; osea: a? 


Por tanto el factor común es: sax - 2y 
Luego: 
ea (x - 2)' + 162 (x — 2y — 244% (x — clas a ] 


* Dividimos 8a% (x — 2y : 8a n= 2y = a 


* Dividimos 16a"(x — 2)” : 8a(x - 2)” =[2a] 


* Dividimos 24a"(x — 2)" : 82 (x — 2) = [32 (a 2)| 


so t6 2290 27 sar 2) + 2a-: 


Ejemplo 3: —Factorizar: -2x — 3y + ab" (2x + 3y) Recuerda que: | 
Resolución: a Di 
a-b=-(a+ b) y 


La expresión dada, se puede escribir así: 


-2X — Sy + ab(2x + 3y) = (2x + 3y) + ab (2x + 3y) 


(234 Manuel Coveñas Haquiche 2 
-2x — 3y + ab(2x + 3y) = —1(2x + 3y) + ab(2x + 3y) 


El factor común es: (2x + 3y) 


Luego: -2x-3y + ab(2x + 3y) = (2x + 3y)-1 + ab] 
| A E 


Ejemplo 4: —Factorizar. 5x(2a-—7b) - 2a + 7b . 
Regiierda que: 
-—2a+ 7b=-(2a—7b) 


Resolución: 

La expresión dada, se puede escribir así. 
5x(2a — 7b) - 2a + 7b = 5x(2a — 7b) - (2a — 7b) 
5x(2a — 7b) - 2a + 7b = 5x(2a — 7b) - 1(2a — 7b) 
El factor común es: (2a — 7b) 

Luego: 5x(2a -— 7b) — 2a + 7b = (2a — 7b)[5x — 1] 


Resolución: Recuerda que: : 
-(3c — a + b) = -(3a-— a+b) 
>. tE > Da o = (a + b- 3c) 


La expresión dada se puede escribir así: 
5% (a + b - 30) - 2x (30 — a — b) = 5x (a + b- 30) + 2x(-3c + a + b) 
a. WA 


5% (a + b- 30) - 2x (30 — a — b) = 5x (a + b — 30) + 2x (a + b- 30) 
e —— 
El menor exponente de la variable común "“x" es 2, osea: e 
El menor exponente del polinomio común (a + b — 3c) es 1; osea: (a + b- 3c) 
Por tanto el factor común es: X (a + b-3c) 


Luego: 5x (a + b-3c) — 2 (3c -a-b)= 5x (a + b-— 3C) + 2 (a + b- 3c) 


5% (a +b-3c)-2x (30-a-b)=x(a+b-30)[ + ] 


* Dividimos 5x (a + b — 30) : x (a + b- 3c) = 


* Dividimos 2x(3c — a — b) : x“(a + b- 3c) = [2x] 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (47) 


Factoriza los siguientes polinomios: 


a) 3x(5a — 2b) + 2y(5a -— 2b) = 12a(é — y Y + 506 — y”) 

0) Aé (y - 1) - Ay - 1) = 7x(8m + 3) +8m+ 3= 

e) x + 2y — 3Z(x + 2y) = xy e -a)+ y(2 - a) = 

9) («3 (2) + (x— 3)(x- 1) = 8abc (x + 3y) - 7 bo(x + 3y) = 
y) (3x2) (x- 2) -(3x-2 (x+1)= | Y) a+ 2 x + 5) + (+ 5) (x — 2) 
k) abx - y) - ab(y — x) = 3x(a” - b*) - 5z(b* - al) = 


(>) Factoriza los siguientes polinomios: 


a) 16 (z +2y) + 4x(z + 2y) = 9) (x + 3y)(4a — 6b) - (2x + 3y)(4a — 6b) 
b) 20xy (a — 3b) + 15: y(a — 3b) = h) 8xy (a —b%) -24x y (a — b”) = 

c) 12(a + 2b)(x— yr - 18(a + 2b) (x y) =|| 1) (9x- 3y)(2w — 1) + (9x — 3y)(4w + 1) = 
2*"(2m + 3n) = 
é-2-saábyré-2)=  Ik) 6x* a +b) +24 * (a + b) = 


2a +1 2+ 29m - n)= 


d) 81(x— 3y)(m+n) + 27(x —3y)lm +n)=|| j) *(2m + 3n) — 3x 
e) 9ab“y* S 


1) 30(x + y) (a — b) + 18(x + y)(a by? = || 1) 28x""* '(2m - n) —7x 


a Factoriza los siguientes polinomios: 


a) -2a- 5b -(3a + 5b)5x = b) -7x + 2y - 2ab(7x - 2y) = 


C) 6x4 9y + 4w(2x - 3y) = dd kLy Bab y) = 


e) 4a” - gb” - 6xy(4a” — 9b”) = f) 5x(3a - 2b) - 3a + 2b = 


g) 6a(Sx - 2y - 32) -5x+2y+3z= | h) 12(x + yla” — b”) - (Ga - 6b”) = 
E 3 3 2 2 
(y) + (x-y)Z-X +y = 


k) (a + b)(5x — 2y — z) — (a— 2b)(2y + z — 5x) = 


i), 3x(2a — b + 3c) - 5y(b — 2a - 30) = 


Y _ 


2 
y (á-2-at+rd 


(236. WHanuet Coueñas Maquiche 2 
RESPUESTAS TALLER 17) 
a) (Ba-—2b)(3x + 2y) b) (+ y —y)l(12a + 5) 
0) (2x + 3)(2x— 3)ly - 1) d) (7x + 1)(8m + 3) 
e) (x + 2y) (1 - 3z) 1 xy(x + y(2- a) 
9) (x- 3)x + /7)(x - 47) h) abc(8c? — 7a)(x + 3y) 
1) 3(3x — 2) (x? - 3x + 1) D +2 + 5Hex +7) 


k) ab(x-— yXb” + a) 1) (a + bla - b)(Bx + 5z) 


D a axe ne +2 b) 5xy(a — 3b)(4y” + 3x) 
c) 6(x — y)(a + 2b)[2(x — y) - 3(a + 2b)] [d) 27(x-— 3y)Nm + m)(3x — 9y + 1) 


e) aby (x + z)(x — z)(9by — 5a) f) 6(x + yla — b)[5(x + y) + 3(a— b)] 


9) 2x(3b - 2a) h) 8xy"(1 - 3xy)(a — bla? + ab + b”) 
a+1, a-1 


i) 18w(3x — y) j) (2m+3n)x"" (x -—3) 


1) 6” (a + b)(4x + 1) 1) 7% (2m-n)ax - 1) 


a) (3a + 5bX(5x + 1) b) (2y - 7x)(2ab + 1) 

0) (2x - 3y”) (4w -3) d) (x+ y Mx - yl3ab - 1) 

e) (2a + 3b)(2a — 3b)(1 - 6xy) f) (Sa — 2b)(5x - 1) 

9) (5x - 2y - 2z)(6a — 1) h) 6(a + b)(a — b)(2x + 2y — 1) 
¡) (x— yIé + xy + y —x-y+2) ) (2a- b + 3c)/(3x + 5y) 

k) (5x- 2y — z)(2a — b) ) (- ax -a*-a!) 


2.5.3 FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS 


El proceso para factorizar por "Agrupación de términos” consiste en agru- 
par convenientemente los términos de un polinomio, a fin de obtener, en cada 
grupo formado, un factor que sea común a todos los términos, luego se pro- 
cede como en el caso anterior. 


Ejemplo 1: —Factorizar: ac + ad + bc + bd 
Resolución: 


Agrupando de dos en dos términos el polinomio dado, obtendremos dos 
polinomios parciales; veamos: 


ac + ad + bc + bd = (ac + ad) + (bc + bd) 


Sacamos factor común "b" 


Sacamos factor común "a" 


= a(c + d) + b(c +d 
Sacamos factor común “(c + d)” 


ac + ad + bc + bd = (c + d)(a + b) 


cd 


Verificación: 


ct o) 


Bd | (Polinomio Original) 


Ejemplo 2:  Factorizar. mx-—m- Xx + 1 
Resolución: 
- Agrupando el primero con el segundo, el tercero con el cuarto, obtenemos: 


mx-— Mm-x+ 1 =(mx-— m) — (x- 1) 


Mx-—M-=Xx+1 = mx 1)- Tx 1) 


Sacamos factor común "(x— 1)” | 


mx=m=x+ 1=(x-1IKM-1) 


Ejemplo 3: —Factorizar: 2x” + 2xc — 3bx — 3bc 
Resolución: 
- Agrupando el primero con el segundo, el tercero con el cuarto obtenemos: 


2X + 2xc — 3bx — 3bc =(2x + 2xc) — (3bx + 3bc) 


Sacamos factor común "3b" 


2X + 2xc — 3bx — 3bc = 2x(x + c) —3b(x + 0) 


2XÉ + 2x0 — 3bx — 3bo = (x + c)(2x — 3b) 


Ejemplo 4:  Factorizar: ay — 2ax + 3x— 2ay +4a-6 


Resolución: 
- Agrupamos los términos del polinomio de la siguiente manera: 
3y' - 2ax + 3x-— 2ay” + 4a- 6 = (3y — 2ay") - (2ax — 3x) + (4a — 6) 
= y (3- 2a) — x(2a — 3) + 2(2a - 3) 


= y (3 - 2a) + x(3 - 2a) - 2(3 - 28) 


= (3-2aXy” + x-2) 


Ejemplo 5: —Factorizar: + =x + 5x+ 1 


Resolución: 


La expresión dada se puede escribir así: 


+ a ls (+ Za) + (5x+ E) 
5 5 5 


EÓQraataona Sd ] 
e o 13 xx+ 3) +s(x+2) 


Sacamos factor común (x + 3) 


. 2 
Ejemplo 6: —Factorizar: x a PA 
Resolución: 
- Agrupamos los términos del polinomio de la siguiente manera: 
n+2 3 n 2 n+2 


X 44M +4x+xXx +1=(x +) + (04) + (+ 1) 


2. 2 2 2 2 
ax +1 (A 1) 4x0 + 1) + 100 +1) 
Sacamos factor común té +1)” 
3 2 2 
CN AR ENE +1=(x +1) +x+1) 


ix E ye 3 Es 
3 2 XK +1) 
:> a ES E 


PE 


y TALLERDE | 
EJERCICIOS N* ¿de 


Factorizar por agrupación los siguientes polinomios: 


a) + AZ A Y + yz b) Xx — 3XZ + 2xy — 6yz 

c) 3X - 2 y + 3xy — 2y 

e) 10ax + by — 2ay — 5bx 

g) 122? - 10ab” + 5b” - 6ab 
i) 2ax + 3a+x+ 3/2 

k) 9a” - 25b” — 3a - 5b 


d) ax - 2ay + 3bx — 6by 

f 21 y + 3x — 14xy -2 

h) (119) y =yzZ.= (11)xy" + XZ 
Se 2 2 

a e 

) a -3a-b” + 3b 


m) —2xy + Y —Xx+y n) 3X + 2/5 + 6x + x/5 


Factorizar por agrupación los siguientes polinomios: 


a) +3 —x-3 b) Xx +2Xy=xy -2y 
d) 2a%x — 2x/9 + ay — y/9 

f E 

h) 3by + az + cy + 3bz + ay + Cz 
j) ax + 3a/2 + bx/3 + b/2 


c) aX — 16ay” + bx — 16by” 


e) Xx +1+3x+2x +6 


9) + xy + 2x + xy + 2y + Y 


i) a + yz + 3bx — ay — Xz- 3by 
k) 4ay — 10cy + 6az — 2by —15cz — 3bz 
I) 6ax — 5bx + 5by — 6ay + 6axy — 5bxy 
m) 3by + ax —3bx-— ay + 2aby — 2abx 


n) ax + 3ax— 3ay — axy + X.z + 3XZ — 3yz — Xyz 


“RESPUESTAS TALLER -18' 


a) (x+ y Mé +2) b) (x + 2y)(x — 32) c) (3x- 2yI0é + y) 
d; (a + 3b)(x — 2y) | e) (2a- b)(5x — y) f) (7xy + 1M(8x — 2) 
9) (Ga-5b(2a2-b) | h) (a y + Lx) 5) (x + 2 lea +1) 
D eya y-1) k) (3a + 5b)(3a — 5b— 1)| 1) (a- bla + b-3) 


m) (x-— y Mx — y - 1) n) (+ 21[3x+2) 


8) (+ 1) 1) +3) b) (x + y) yx + 2y) 


3 
e) ( + 3)(x + 2) Y (+00 - 1)07 +2) 


0) (x+ 4y)lx— 4y)la +b) 3) (a A 6 - 5) (2x + y) 


9) (+ yI(Ó + y +2) h) (a + 3b + 0)(y + 2) 


1) Cé- yla +3b-z) j) (x + SJ $ 5») 


k) (2y + 3z)(2a — b - 5c) | I) (Ga — 5b)(x — y + xy) 


m) (a- 3b)(a + b) (x — y) | n) (a + z)(x — y)(x + 3) 
2.5.4 FACTORIZACIÓN DE UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS 


Hemos visto en los productos notables ya estudiados que una diferencia de 
cuadrados se obtiene multipicando la suma de dos términos por la diferencia 
de los mismos; osea: 


(a 4 blía - b) = ab? | 


Diferencia de cuadrados ' 


En consecuencia una Diferencia de cuadrados, siempre será igual al pro- 
ducto de la suma de los téminos, por la diferencia de los mismos. 
En general: : (9 


Luego: Dada una diferencia de cuadrados para hallar sus factores: 


12 Se extrae la raíz cuadrada de cada término . 
'0o 


2 Se forman 2 factores uno con la suma de las raíces halladas y el otro con la 
diferencia de dichas raíces. 


Ejemplo 1:  Factorizar: Xx - 49 


les J( —_) ; extraemos las raíces cuadradas ve = 
de cada término: /a9 a 
Luego: 


Ejemplo 2: —Factorizar: 25% — y 


Resolución: 
25% y = + MX — );extraemos las raíces cuadra- 25x? = 
das de cada término: 4 
YY - 
Luego 
Ejemplo 3:  Factorizar: 36a? — > 
Resolución: 
36a” = (63) 
Iba? — 25 _ ( + l - ) ; extraemos las raíces cua- 
4 dradas de cada término: 25 (3 
4 2 
Luego: 


Ejemplo 4: Factorizar. 3xX — 300 
Resolución: 
La expresión dada, se puede escnbir asf: 
3x - 300 =3x' — 3-100 
3% —300=3UxX -100)=3 + MX - ) 
Extraemos :-] : /100 = (10) 
Extraemos E : de = 6) 


Luego: 


Ejemplo 5: —Factorizar: 0,64 — e 


Resolución: 
La expresión dada, se puede escribir así: 


ET J = ) 
Extraemos "ñ : 75 1) 


Extraemos y/ : 206 * 


Recuerda . 


as 
e 


Ejemplo 6: —Factorizar: 80” -5 

Resolución: 
La expresión dada, se puede escnbir así: 

802” - 5=5-16a”” — 5-1 

| 
80” -5=5(168 "Mis 5H. + M -) 
xtraemos |: /1=(D) 
Extraemos mL y dica?” = 


Ejemplo 7: —Factorizar. (2x — yr - (3y + z" 


Resolución: 
(2x - y” -(3y +2)"=1 + 


las Extraemos +/ : ñ 2x - y Pus 
Extraemos 8 E JÁ (3y + z * =[(8y +2)] 


Ejemplo 8: —Factorizar: Mr Ox 
Resolución: 
- Agrupamos los términos de la siguiente manera : 


9% - X - 9x + 1= (9% —9x) - (é — 1) 


9% xXx —9x+1=9x(é —1)- 10 -1) 
9% -x—9x+1=( -1M9x-1)=[ + KM - M9x-1) 
Extraemos a : Y = (0) 
Extraemos $ : de = (y) 


RO 1 = (+ 1) 1)(OX— 1) 


Ejemplo 9: — Factorizar: ca -Z+6z-9 
Resolución: 
- Agrupamos los términos de la siguiente manera : 
64x —Z + 6z-9=64x (2 - 6z + 9) 


64x —Z +6z-9=64x - (z-— 3)” = [8x + (z — 3)][8x — (z - 3)] 


A Extraemos y/ : Je - 3) = [E -3)] 
Extraemos E : y 64 =[8x] 
- 9=[8x + (z — 3)][8x — (z — 3)] 


EZ ás Las + e 
> - 
ds ES a 


HTALLERDE . 7 
EJERCICIOS N* 


q 


O) Factoriza los polinomios siguientes: 


a) -121= b) 64-xé= Cc) 36x -1= 


d) 49- 16% = e) 25% —4y = f) 2% -200= 
g) Gal - 6b” = h) xy — 1= i) 16 /9-36= 
j) 81 - (11/9727 = k) 144-a”= ) 49%" - y” = 


m) 0,00 -1= n) 6é-12 o) 4 -8y = 
O) Factoriza los polinomios siguientes: 

a) 3 -9= b) 5 -3= c) 7-2 = 

d) (114pÉé" -1= e) (1/3 - (16/23) =| 1) x"-81= 


9) (1/25)x* — (1/9)y =| h) 15-60x" = i) 49a'b” - 25% = 
j) 16ax""-9ax""= | k) (x+3y -4= ) (2x- 1 -64= 


m) 225 -(x +2) = n) (a+2b)-9= || 0) 100(a + b) - 4c” = 


6) Factoriza los polinomios siguientes: 


a) (x+ 2y' - (3z-w) = b) (a—3b) - (3a-b) = 
c) (x +20 + y) - (x-c-y) = d) X-2xy+y -a +2ab-b”= 
e) a +1-X -4x= ) 1214 -x' - 10% -25= 

g) 9a -6a+ 1- 100X = h) + 12x+36-y -6y-9= 
) a +4a+4-y +2y-1= j) Y A y 


RESPUESTAS TALLER 19 


4) a) (x+ 11)(x- 11) b) (8 + x)(8 — x) C) (6x + 1)(6x — 1) 


d) (7 + 4%)(7 - 4x) €) (5x + 2y(5x —2y) || f) 2(x + 10Xx— 10) 


9) 6ía+b)ía — b) ys noey-n lis (2x+3 [2-3] 


¡) (9+32][9-22) kx) (12+2912-a2) ln (2 + y im - y) 


EC Matemática Bl mm 
m) (0,2x + 1)(0,2x- 1) || n) 6(x— /2NMx - Y2) 0) 6(x + Y/2 yx — Y/2 y) 
(E a a+ /3)0- 43) b) (/5x+ J3M/Ex- 43) 
o) (17 + 22047 - /2x) d) (Bra hr -1) 
e) 50% + 4/1 + 21:24) f (é + 9)(x + 3) 3) 
A E 1 JP 
(>) 


(raáb+sx7aáb-5x) li arma nas” + dae” /3x") 


h) 15(1 + 2x1 — 2x") 


(x + 3y + 2)(x + 3y — 2) 


1) (2x + 7)(2x — 9) 


(15 + x + 2)(15-x-2) n) (a + 2b + 3c)(a + 2b — 3c) 


4(5a + 5b + c)(5a + 5b — c) 


(x + 2y + 32 — w)(x + y — 3z + w) [|b) —8(a + b)(a — b) 
(2x + c)(2y +30) d) (x- y + a — bx — y — a + b) 
(+ 1)(— 1)(4x — 1) f) (Ma+xó + 5)(11a-xÍ — 5) 


(3a — 1 + 10x)(3a — 1 — 10x) h) (x+ y + 9(x— y + 3) 
(a + y + 1)(a— y+ 3) ) (A+ 1)(x— 1) + yA — y) 


2.5.5 FACTORIZACIÓN DE UNA SUMA DE CUBOS 


La suma de cubos es un producto igual a la suma de sus bases, multiplicada 
por el trinomio que se forma del cuadrado de la primera base menos el pro- 
ducto de sus bases y más el cuadrado de la segunda base. 


a +b%< (a+ bla” ab +b*) 


Osea: 


Ejemplo 1: —Factorizar: 274 + 64b* 


Resolución: ñ 
274 + 64b =[ + X => + ) 


Para factorizar dicho binomio se extrae la raíz cúbica de ambos términos; la 
suma de estas raices es el primer factor binomio (la suma de sus bases) 


Yoza? -Yor Ta? =3.a=3a 
Yeav? -Yea Tb =4-b=4b 


(Suma de bases: 3a + 4b) 


Manic Coseñas Maguiche 
Esta suma (3a + 4b) se multiplica por un trinomio cuyos términos son el 


cuadrado de la primera base (3a) = a 9a”: menos el producto de las dos bases 
—3a-4b = -12ab ; y más el cuadrado de la segun base ny = 16b' 


Luego: 


Ejemplo 2: —Factorizar. 125 + 1 
Resolución: 


125% +1=(Bx+1M —- 4 Y) 

Extraemos Y : Yi=1 
Ñ (Suma de bases: 5x + 1) 
Extraemos 1 2125 =5x 


Luego: 125 4 1= Lis + m5 - En + (1 ] 


Ejemplo 3: —Factorizar: e + Sy 


Resolución: 


ON 


Extraemos Y : 3 pu -y 3 


1 
5 Suma de bases: x” + Ty 


Ejemplo 4: — Factorizar: 0,027x” + 0,001y” 


Resolución: 


La expresión dada se puede escribir así: 


Hatemáto 


0,027 +0,00y=2 241 9 -( p. 
1000 1000 


Extraemos A 3 a 


la 
1000 10 
Suma de bases: 
Extraemos a 3 ba 2d 3 XxX Pd 
1000 10 10 10 


27. 3 1 
L E Ol > y e XxX + 
uego 027x +0,001y 1000 + 1600 y 


2 2 
3 2 13.48 Ej 5 (5) 
ni E] 10) “101010” 


10 
0,027x + 0,001y = ( 3 


3 


1Y92 3 12 
—-X e E2-——= pr pon, 
10 "10% 100” +) 


ATRAER MER 


Ejemplo 5: Factorizar: (x+ 2y)" + 642" 
Resolución: 


+2 +62=[ + Il 2 


Extraemos y: E 64z7 = 4z 


Suma de bases: 
Extraemos Y : Se + 2y)" =(x + 2y) [(x + 2y) + 42] 


Luego: (x + 2y)" + 642” = [(x + 2y) + 4z][(x + 2y% — (x + 2y)(4z) + (42)] 


AO CO AA ARA AN 


E, 


Ejemplo 6: —Factorizar: 64 + 216 
Resolución: 


54 +216=[ + M 


Extraemos Y : /216=6 


Suma de bases: 
3/ 
Extraemos E 64x" =4xó (ad + 6) 
Luego: 


64% + 216= (4% + 610) — (46) + (6) 


64x” +216 E + 6)(16x' — 24x” + 36) 


Sacamos factor común "4" 
L == ¡sacamos factor común "4" ] 


- —TALLER DE y 
EJERCICIOS Ne (20) E . 


Cc) 125x + 27y" = 
f) 343X" + 1= 

i) 64 +27" = 

» exi, y? dl 


d) 8+ 1 000x” = e) 1+27%= 
9) e h) 729% + y" = 
DA KR) +1= 


a) 125% + y” = b) albó + xó = c) 1331 + y" = 


d) 27 +7 = e) 1+(1/8) 1) (8/27) + y" = 
3 


6 
9) El EIN y h) a 


j) 0,125 + 0,008y” = || k) 729x” + 0,008y" = || 1) (27/8)x" + 0,216y” = 


i) 0,064X +1= 


Factoriza los siguientes binomios: 


a) 7X + 7x= ex + ey = 


Cc) 6bx” + 48by” = d) (a+b) + 125 = 


e) 64(x — 3y + 27y = Y (x- yr + (a— ay = 
9d é+ra + (a+ 2 = h) 729(3a - y)" + (2x + y) = 


i) 0,008(x + 5y)” + (3 — y) = j) 0,027 + (3x4 y) = 


k) (1/8) (3a — b) + (1/27) (b- ay (a+b)" + (a-b)" = 
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A o e - 


RESPUESTAS TALLER 20 


(1) a) (ex +mlaé - 2x+1) b) (x + 4)0é — 4x + 16) 
C) (5x + 3y((25X — 15xy + 9y”) | d) 8(1 + 5x)(1 — 5x + 25x) 

€) (1+ 3 X1-3é + 9x') D) Más 1-7 + 1) 

9) (x+x )0é-1+x 7) h) (9x + y 81 — 9xy” + y*) 
¡(4-3 16-12 +9) [ij (+10 -x" +1) 

k) pé + 10 Me +1) 1) (2 a y ax? - 2xy' + y) 


a) (5 + y l25x 5 y + y) |b) (ab + ab” -abóé + x*) 


0) (11x+ y 9120 — 11xy* + y) |d) (é%y + Nox y" - 3x yz + 22) 


2 
9) (1x+ 2) Ji, E 
4 3z) 16 12z 9 


i) (0,4x + 1)(0,16 — 0,4x + 1) | j) (0,5x + 0,2y)(0,25% -- O,1xy + 0,04 y”) 


a) 7x(x + 1)0é —x+ 1) b) 6 (x + Y)0É — xy + y ) 
c) Gb(é + 2 Nx - 2xy + 4y) 

d) (a + b + 5x)[(a + DY — 5(a + b)x + 25x] 

e) (4x + 3y” — 12)[16(x — 3) - 12(x — 3)y" + 9y'] 

) (xy +a- 2) — y” - (x-ylla - 2) + (a- 21] 

g) (é +2a+ 2DMé1é + a-— 2) + a(a + 2) + 4] 

h) (27a —- 8y + 2x)[81(3a — y — 9(3a — yM(2x + y) + (2x + y 
i) (0,2x + 4y + 3)[0,04(x + 5y)” — 0,2(x + 5yM3 - y) + (3 - y] 
i) (3,3x + y)[0.09x” — 0,3x(3x + y) + (3x + y)] 


k) 50 — b)(103a? — B0ab + 19b”) 


1) [(a + b)" + (a — b)Ji(a + b)” — (a + b) (a —b)” + (a --by"] 


2.5.6 FACTORIZACIÓN DE UNA DIFERENCIA DE CUBOS 


La diferencia de dos cubos es un producto igual a la diferencia de las bases, 
multiplicada por el tinomio que consta del cuadrado de la primera base más 
el producto de las bases y más el cuadrado de la segunda base. 


Ejemplo 1: —Factorizar: 8x - 27 


Resolución: 
8 -27=(2x-32l + + Ñ 


Para factorizar dicho binomio se extrae la raíz cúbica a ambos términos, la 
diferencia de estas raíces es el primer factor binomio (diferencia de bases). 


Ve? “18 Dé =2.x= 
Vz7 =[3] 


Esta diferencia (2x — 3) se multiplica por un trinomio cuyos términos son: 


Diferencia de bases: (2x - 3) 


El cuadrado de la primera base (2x) = = a; ; más el A ecos de las dos bases 
2x-3 = 6x ; y más el cuadrado de E cd base sil =9 


Luego: 


Ejemplo 2:  Factorizar: 125 Ey 
Resolución: 


125 -Y=[( - M + +) 
La Extraemos AN 5 ay =%Y 


3 Diferencia de bases: 
Extraemos Y 125 


(5x” - y) 
Luego: 125x — cd = 3 - Gal ye Sa (5% MY) > w' ) 


Ejemplo 3: —Factorizar: a=á” 


Resolución: 
da=l- Mx + +.) 
3 
Ls Extraemos AN : Er" = 
Diferencia de bases: 
Extraemos lí E IES =a [a — a”? 


e = 92 
Luego: $. (a-a Ma +taa + (a 3 ) 


FL Matemática Bl pu BL 
Ejemplo 4:  Factorizar: 64x” — (3x — 1)" 
Resolución: 
645 -(3ax-1t*=[  - a + ] 
ares pj E e 64 = 4Áx | 
Diferencia de bases: 
Extraemos Y: Híex 1 = (8x1) [Ax — (8x —1)] 
Luego: 64 - (3x— 1) = [4x — (3x- 1)]l40)? + 4x(8x- 1) + (3x- 11 
64x” — (3x — MP =(x+ Uan +12 —4x + 9x -6x + 1) 


84x - (3x1) 


=00+ DUBDÍ- 10x+ 1) 
Ejemplo 5: —Factorizar: ex - 2ry" 
Resolución: 
A E | z 
y 408 E Sfarya" - 3y" 
Diferencia de bases: 


Extraemos 3): Ye = 21 (20 - ay” 


Luego: e -27y"=(2x" - 3 ey + (2134) + (3y1 


+ ] 


TALLER DE 
EJERCICIOS N?* 


d) ye 125y” = 
h) 216x — 125y* = 
1) 8x1? -y"= 


c) 1127%-1= 


f) sax y eS 


g) 8x y -a = h) 125 —0,001y” = | i) 0,027 -1= 
j) 0,125x” - 0,004y” = | k) A y 8.0216 = 
125y 27 


O) Factoriza los siguientes polinomios: 
a) 4-4 = b) 8x - exy = 
6 9 3 6 
c) 12ax -— 9b6ay = d) (2x + y) - 8x = 
e) 8(x- 2)” - 27y" = ) Ary -(3-y)= 
9) (+ y) - (2x- y) = h) 216(2a — b)3 - (a + b? = 
i) 0,001(x + 2y)* - (2 - y = i) (2x- y)" - 0,008x = 


k) (2a-b)" - (a - 20)" = ) e ea ¿e Ds 


RESPUESTAS TALLER 21 


(1) a) («-1)0é +x+ 1) 


0) (4x—yXK16é + 4xy + y ) 

e) (é -3Y A + DY + 9y*) 

9) (2 1MDÉ MAR + 4 + 1) 
y (mé -ya2né + 11y + y? 

K) (- 1Oc+ 16 + x+ 106 -x+1)] 


b) (2-x(4 + 2x + xi) 
d) (x+ 5y)0é + 5xy + 25y") 

0 04-00 + Y + y) 

h) (6x—5y X36x + 30xy” + 25y") 
) (0 -3)0é + 3x" + 9) 

0] (2 - yla? + 2xy + yO) 


DO a (0-9 ray+y) > [bp (e aáb0é + ax + ab”) 


Cc) (Ex - JS + Lo + y 
3 9 3 


e) (10 - y 100x* + 10% y + y )| 8 (dy -Z¿léy" + 4xy iz + 20) 
g) xy - ahiax y” + 2axy + a”) 

h) (5x— 0,Ty N25x + 0,5xy_ + 0,01y") 

i) (0,3x — 1)(0,09x” + 0,3x + 1) 


1) (0,5 —0,2y)(0,25x" + 0,1 y + 0,04y”) 


2 2 2 
=x-0, —x” +0,4xy + 0,36 
3 9 sl ./ ) 


a) 4 (x— 1)0é +x+ 1) 


b) 8x(x—y)0é + xy + y) 
0) 12a(é - 2 Ax + 2x y. + 4y*) 
d) (2x + y - 2 )L(2x + y) + 2x (2x + y) + 4x" 
e) (2x- 3y - 4)[4(x - 2) + 6y(x— 2) + 9y] 
1) (+ 2y — 3)0é — xy — y” + 3x — 3y + 9) 
9) (+ y xl + y Y + (+ y (ex — y) + (2x — y) 
h) (11a - 7bX(157a” - 136ab + 31b”) 
i) (0,1x + 1,2y — 2)[0,01(x + 2y)” + 0,1(x + 2y(2 — y) + (2- y 
i) (1,8x — yI(2x — y) +0,2x(2x — y) + 0,04x] 
K) [(2a—b)” - (a — 2b")][(2a — by” + (2a — b) (a — 2b)” + (a — 2b)] 
3,,3 1 


1) E + Ne JE - 3y) + ze - 3y)(2x + 1) + (e + y 


2.6. FACTORIZACIÓN DE TRINOMIOS DE SEGUNDO GRADO | 
2.6.1 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Cuando en un trinomio (Tres términos) después de haberlo ordenado el pri- 
mer y el tarcer término son cuadrados y el segundo término es el doble pro- 
ducto de las bases de dichos términos esta clase de términos se llaman 
"Trinomios Cuadrados Perfectos”. 


Todo trinomio cuadrado perfecto se descompone en dos factores binomios, 
que se obtienen extrayendo la raíz cuadrada de los términos primero y terce- 
ro, empleando el signo del segundo término. 


Ejemplo 1: —Factorizar: 4X + 28x + 49 


Eesti 
4 +28x + 49= ( +XM +) Í | 
Extraemos añ : Ya9 = 
Extraemos y): Y ax? = 


- Doble producto de las raíces halladas es: 2(2x)(7) = 28x 
Luego: | xé +28x + 49=(2x+ 2x1 (247 


| Igual al 2* término 
Ejemplo 2: —Factorizar: 258” — 30ab + 9b” 


Resolución: 


258 -3Uab+W=[ = MX - ) 
pa Extraemos ale z op? = 
Extraemos Y : 258? = 


- Doble producto de las raíces halladas es: 2(5a)(3b) = 30ab 


ZE 
Igual al 22 término 
Luego: 


Raices halladas 


Ejemplo 3:  Factorizar: 36x — 12x + 1 
Resolución: 
36% - 12x + 1=(6x— 1)(6x — 1) 


Extraemos ER : HA = a 


22 termino Raíces halladas 


Extraemos AÑ : ac = 


- Doble producto de las raíces halladas es: (6x)(1) = 12x 


Igual al 22 término 
Luego: e 
pa O RARA ZAR 


Ejemplo 4:  Factorizar: 25x"" + 64 + 80x" 


Resolución: Signo del 2% término 


25" + 64 + 80x” =25x + 80x" +64 = (5x" + 8)(5x” + 8) 
Extraemos Ny : 4/64 = 
Raíces halladas 
Extraemos A : dos?" = 


- Doble producto de las raíces halladas; 2(5x"(8) = 80x" 


% 
tor” 8 Igual al 22 término 


Luego: 


Ejemplo 5: —Factorizar: SÉ + 25y - 5 xy 


Resolución: Signo del 2% término 
2 


4 2 2 20 42 20 2 (2 
gr + 25y — 3 xy = gr EE xy + 25y = [E-sy 


Extraemos als S ¡25y? = 


- Doble producto de las raíces halladas: 25 x)(6y) = e) 


Luego: Igual al 22 término 


e, ARO | 


ES = E po . 


Todo cuadrado perfecto tiene su origen en el cuadrado de una suma o de 
una diferencia de dos términos, o sea: 
(a+ b=a +2ab+b" : (ab) =a -2ab+b" 
A E FA 
Trinomio cuadrado Trinomio cuadrado 
perfecto perfecto 


256. Manuel Coueñas Haguiche P 
Por lo tanto, un trinomio cuadrado perfecto siempre será igual al cuadrado 
de una suma o al cuadrado de una diferencia de dos términos. 


| Observación 2: ] 
' Los siguientes polinomios Trinomios Cuadrados Perfectos (T.C.P) 


Ó —3x+ A no es T.C.P. porque: | 
Ya=(2] 


Doble producto de las raíces halladas: 
¡q 2()(2) = 4x 


+ 5x+ 16 ; no es T.C.P. porque: 
ts | 


Doble producto de las raíces halladas: 
AL] 20)(4) = 8x 


TALLERDE 
EJERCICIOS N? (22) 


O) Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 


a) Xx + 18x + 81 = 
Cc) x -20x + 100= 
e) X + 30x+ 225 = 
9) DÉ + 30x +25 = 
i) 49% + 9+ 42x= 
K) 4% + y + 4xy= 


b) Xx + 24x + 144 = 
d) + 16x + 64= 
1) 4% + 12x+9= 
h) 25% + 10x+ 1= 
j) 12dÉ + 132x + 36 = 

1) (+ y) + 92 + 6z(x + y) = 


() Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos: 


a) Xx -8x+16= b) ó — 14x + 49= 
Cc) Xx — 26x + 169 = d) -12x+ 36= 
e) xa f 4 + 4= 


9) 4x1 - 12% +9= h) 36x” — 84x + 49 = 
i) 9x — 48xy + 64y = ) a 36y - 12xy = 
k) 16: + 9y — 24xy = l) 49x" + 1-14x = 


0,04% + 0,12xy + 0,09y = f) 0,36x' - 1,2 y + y = 


6 3 0,8 1 2 
g) 9x" + 1,2x + 0,04 = h) 0,16 + "3 X+ yx = 
i) 25% + 10/3x+ 3= ¡) 490% + 280% + 4a? = 
k) 2X + ey - 8xy = 1) 2 + 2/6 xy + 3y = 


Escribe el término que falta para que en cada expresión siguiente obtengas 
un trinomio cuadrado perfecto (T.C.P.) 


a) «[ 4 81 
c) 4 5 $ 625 
e) 100% -[ — ]+49 


9) rl +[]+ 121 


b) | | 144 

d) 49x' y A 36 
1 

1) 36% = 5 

h) 9 -48x+[ |] 

iy 16-[_ ]+ 1002 1) [_]+ 72y + 16y" 

2 2 
100 +[—]+ oy »[_ ]-60x+25 


5.) Factoriza, simplifica y reduce los términos semejantes: 


a -9,Áá+t00+25 (a+2) 
a+3 a+5 a+2 


a) 


Resolución: 


- Factorizamos:  i) a -9=a-3= (a + 3)(a - 3) 
li) a + 102 +25= (a + 5) 


Luego: 


a -9 a +t0a+25 (a+2_(e2la-3), ll ra 


+ 


a+3 a+5 a+2 (+2) ra ra 


= (a — 3) + (a +5)- (a +2) 


a -9 a +10a+25 (a+2) 
a+3 a+5 a+2 


A 


=2-3+4+5-4A-2 


Ax -49 de xe -16x+64 9x” —-6x+1 
2x +7 8-x 1-3x 
Resolución: 


b) 


- Factorizamos: ¡) 4x - 49=(2x) -7?= (2x + 7(2x-7) 
ii) É — 16x + 64 = (x - 8) 
iii) Dé — 6x + 1=(3x -— 1Y 
Luego: 


a E, a 


(ax) 


=(2x-7)-(8-x)+(1-3x) 
=2x-7-8+x+1-3x= -14 


Recuerda que: 
(a-b=(b-a?. 


o Apta. 2é — 2x + 4) 


p Rpta. 2(3y - 10) 
6-y 


(5x-y aé-y 19% —14x +1 


e 
) 7=-5Bx y - 2x 1-7x 


O Rpta. 2y — 10x + 1 


XK + Ary +4y 36 12x+ Xx ¿Ri-y 


o Apta. 3y +17 
Y x-6 ÓN 


2 3 A 
<_1:20x+ 100 (PA 2 
x +10 x+4 a 


2.6.2 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO DE LA FORMA 


.77 ' 
x +bx+c 


Todo trinomio cuadrado perfecto se descompone en un producto de dos fac- 
tores binomios (x + p)(x + q) en los cuales el primer término "x" es la raíz 
cuadrada del primer término del T.C.P. (ya ordenado) y los segundos términos 
"p" y "q" son aquellos cuya suma algebraica sea igual al coeficiente del se- 
gundo término del trinomio cuadrado pertecto y el producto de ellos, osea "p" 


y "q" sea el último término, llamado término independiente (c) . 
En resumen: | x+bx+c= (x+BNx+0) | Siendo: [p+q =b y 
pq=cC 
Ejemplo 1: —Factorizar el trinomio: É +9x +14 


Resolución: 


+ 9x + 14 = (x + p)(x + q) ) Siendo: [ * p+q=39 
*r pq=14 


Escribimos los pares de 
los factores positivos de 
14 tenemos que: 


4 de estos pares de factores debemos | 
elegir uno de los que cumpla la condi- | 
j ción que: p+q=39; este par como | 
puede observarse, es el formado por 

- Jos números 2 y 7. 


Luego: 


Ejemplo 2: —Factorizar: Xx + 10x +24 
Resolución: 


+ 10x + 14= (x+ pl(x+ q) h Siendo: [ * p+q=9 
ke pq=14 


Escribimos los pares de 
los factores positivos de 
24 tenemos que: 


de estos pares de factores debemos | 
¡elegir uno de los que cumpla la:condi- 
4 ción que: p+q=10; este par como | 
puede observarse, es el formado por 
los números 4y6. 


El proceso seguido en cad factorización anterior sobre trinomíos cua- 
drados perfectos, se puede efectuar aplicando el método del aspa. 


12 Se descompone el primer término del 
trinomio (x”) en dos factores. De cada fac- 
tor sale una flecha y forma una equis (><) 


2% Se descompone el término independiente (18) 
en dos factores, a estos factores llegan las 
flechas, para determinar el signo de dichos factores basta fijarse en el signo 
del segundo término del trinomio. Si el signo del segundo término es positivo 
los dos factores binomios son dos sumas y el signo del segundo, término es 
negativo, los dos factores binomios son dos diferencias. Ahora si el tercer 
término (término independiente) es negativo., los factores binomios serán uno 
suma y el otro diferencia. (Se coloca el signo del segundo término al mayor 
producto obtenido al multiplicar el aspa). 


3? Por último se multiplican los factores obtenidos como indican las flechas. Si 
esta suma es igual al segundo término del trinomio entonces termina la 
factorización y los factores que correspondan al trinomio son los binomios 
considerados en su posición horizontal, (En caso que la suma es diferente al 
segundo término el trinomio , se ensaya por otros factores). 


Xx +9x + 18 
2 


de Hao b 


Xx +6 => +86x 
+9x 


Ejemplo 2:  Factorizar: XT de 


Resolución: 


+ + 
-2x E 


-8x (No cumple) —7x (Si cumple) 


EL Matematica BA a 


Ejemplo 3: — Factorizar: X -6x-16 


Resolución: 


+8x | -8x | 
+ + 
—2x +2x 
+6x (No cumple) -6x (Si cumple) 


* Como se obsevará: 
e 


Ejemplo 4: —Factorizar: a - 162 + 64 


Resolución: 


Ejemplo 5: Factorizar: Xx" +2x" -15 


Resolución: 


+1 e | +5 > pa 
+ 
-15 > -15x 3 > -3x 

-14x" (No cumple) +2x" (Si cumple) 


ES +2x — 15% (+ 1)0é- 15) - 0 +2 45 = + 500 -3 


Ejemplo 6: —Factorizar: + (2a + b)x + 2ab 


Resolución: É + (2a + b)x + 2ab 
0 3 
x +2a > +22x 
+ 
x +b = +bDx 


+(2a + b)x (Si cumple) 


O TALLERDE - 
EJERCICIOS N? (23) 


E 
FAB 
Hallar dos números cuya suma y producto sean respectivamente los que 


dan cada ejercicio siguiente: 


a) 6y8 
Resolución: 


Buscamos dos números que sumados den 6 y multiplicados den 8; estos nú- 
meros son: 2 y 4 


Suma: 2+4=6 Producto: 2x4=8 


c) 10 y 24 
9) 7 y-18 
k) —2 y 48 
0) -8 y -65 


b) 12 y 35 
f 5y-24 
1) -—5 y -24 
n) 6y-112 


d) 13 y 40 
h) 1 y 42 
DY S6y-72 
p) -12y 32 


e) 17y72 
i) 4 y -60 
m) -15 y 36 
q) 4 y-77 


(2) Factorizar cada uno de los trinomios siguientes: 


b) + 13x+22= 
d) á + 14x+ 13= 
) 4 16x+28= 


a) + 11x+24= 
c) Ó +9x+20= 
e) Ó + 15x+ 54 = 


9)  +2x-8B= h) + 5x-24= 
i)  +8x-48= )) + 5x-16= 
k) + 6x-72= D Xx + 5x-36= 
m) + 13x- 48= n)  +6x— 40= 
0) X- 14x-32=0 p) É—7x-44=0 
q) X-11x- 132 = 1) Xx —12x-64= 


Ss) - 15x+56= Y) -13x+40= 
u) É +5x-36= v) + 6x-72= 


w) X + 13x - 68 = z) É - 12x-45= 


Factorizar cada uno de los trinomios siguientes: 


a) + 24-11x= b) X -21+4x= 
Cc) í -8x-48= d) É-70-3x= 


i) —27+0%= 
Kk) 0 + 121 4 22x= 
m) É -72 + 14x= 


0) X -96+ 10x= 


Factorizar los siguientes tinom 
a) oa > 162 
c) Xx 49% 4+8= 
e) a+ ma” —6= 
9) *-3x'-40= 


Dx - 15% +26= 
k) 7 +3x 54 = 
m) + 10% + 16 = 
o)  -20x" + 91 = 


(5) Factorizar los siguientes trinom 
a) (x+ 2) + 12(x + 2) + 27 = 


0) (x— yY -7(x — y) - 18 = 
e) X +(3a- 2b)x - 6ab = 


9) (7 +7(x-7)+6= 
i) > — (a - 5b)x — Sab = 


e) É -5x-104= 1) É+42- 13x= 
9) É -20+8x= h) Xx — 99 + 2x= 


i) É-128 -8x= 
DoÉ-56-x= 
n) + 126 - 23x = 


ios cuadrados perfectos: 


b) É-5-14= 
d) (ax)? — 3ax - 18 = 
0) +2 24= 
h) x?-7xÉ -44= 
p a”+ 22" -24= 
4D -52= 
n) io 
p) "12" + 36= 


ios cuadrados perfectos: 


b) (x- 3) + 3x3) -28= 
d) (x- 1 + 13(x — 1) + 36 = 
1) (+5 + (x+ 5) -72= 
h) (x + 3y)" + 4(x + 3y) - 21 = 
) (x+ 4 + 2(x + 4) -3= 


2.6.3 FACTORIZACIÓN DE UN TRINOMIO DE LA FORMA: 


Cuando el coeficiente del primer término de un trinomio cuadrado perfecto no 
es la unidad para factorizar dichos trinomios perfectos se emplea el siguiente 


desarrollo. 


Ejemplo 1: —Factorizar: 2% +7x +6 


Resolución: 


Para factorizar, se hará como sigue: 


12) Se multiplica todo el trinomio por el coeficiente del primer término indicando 
dicha multiplicación en el segundo térimino, para conservar su coeficiente. 


. 


Siendo: 2 +7x +6 ; se multiplica cada término por 2; obteniendo: 
22% + 2:7x + 2-6 


a + 2.7x + 12 


22) Seextrae la raíz cuadrada del pri- 
mer término de esta última expre- 
sión lo cuai nos servirá como pri- 
mer témino de los dos factores 
binomios. 


Osea: A A 2x 


Se forman los dos factores 
binornios con los términos así 
encontrados; osea con la raíz 
cuadrada como primer término 
de cada uno de los binomios y 
con los números encontrados 
como los segundos términos. 


(2x + 4)(3x + 3) 


Se extrae factor común en uno 
oenlos dos factores binomios; 
según el caso; para la simplifi- 
cación: 

R(x + 2)(2x + 3) 


2 


* Otra forma: 


39%) Se buscan dos números tales que 


multiplicados den el tercer término 
ya multiplicado y cuya suma sea el 
coeficiente no multiplicado del se- 
gundo miembro. 


Producto =12=4.3 
Suma =7=4+3 


Se divide el producto indicado de 
dichos factores binomios entre el 
coeficiente del primer término para 
anular la multiplicación anterior: 


(2x + 4)(2x + 3) 


> ; para lo cual 


Se simplifica, el producto de los dos 
factores binomios que queda en la 
factorización del trinomio, es : 


2 + 7x + 6= (+ 2)(2x +3) 


De factorizar estos trinomios es utilizando el Método del aspa estudiado 


en el caso anterior. 


o +6 
11 , 
2x 5 


x +2 => +4x 


+7x 


Ejemplo 2: 


Factorizar: 3 —- 10x-8 


Metodo: Multiplicando y dividiendo por el coeficiente del pnmer término. 


19 Multiplicamos por 3 22) Factorizando, obtenemos: 


3(3x") - 3(10x) - 3(8 2_ 24 
aa 199 E ) (3x)" — 10(3x) — 24 = (3x — 12)(3x + 2) 


(3x)” - 10(3x) - 24 
3%) Dividimos entre 3 


(3x - 12)(3x +2) 
3 


E h Simplificando queda: |(x — 4)(8x + 2) 
DÉ 1x8 (A Nx + 2) 


; sacamos factor común "3" del primer paréntesis 


Método del aspa: 
3X - 10x-8 
$ 0 
3x +2 => pe E 


x 4 => -12x 
-10x 


Ejemplo 3: —Factorizar: 5 —17x-12 


Resolución: 

5 - 17x-12 

pj , 

Dd 1 A EN 
x 4 > Sl d PEA IAN 


-17x 


Ejemplo 4: —Factorizar: 3X + 23x — 36 


Resolución: 


3x + 23x — 36 


x +9 => +27x 


i i 
3x A => E] 


+23x 


Manuel Coveñas Haguiche É 


TALLER DE | 
EJERCICIOS N? (24) 


a) 2 +x-10= b) 2xí + 13x - 24 = 
0) 3X +14x+8= d) 3 + 35x - 12= 
e) Aé -—5x-21= ) 2% +5x-3= 
9) 5x - 28x-12= h) Mé + 25x+6= 
i) 3 +2x-1= 2% -x-15= 
K) 5x + 31x+6= ) Aé +5x-21= 
m) 6 +7x-3= n) 10% + 17x+6= 
aX + 8x-21= 


3 -2-Bx= 2 - 18-9x= 


0) Aé -3-11x= d) 5x-4-8x= 

e) 2% -7-5x= ) 6 +3+ 19x= 
9) 8 - 10- 11x= h) 4 +3+13x= 
i) VÉ-6-19x= ) 2-54 -3x= 
k) 3X - 32 - 4x= ) 5-16 - 38x = 


m) 6% -2-x= 


12% -2+ 5x = 


10% -3-19x = 


Nota : Para factorizar completamente un polinomio real en "x”, se aconseja a seguir E 
los pasos siguientes: 
1. Analizar sí tiene un factor común monomio. 
2. Determinar si es una diferencia de cuadrados, una diferencia de cubos o una 
suma de cubos. 
3. Analizar si es un trinomio cuadrado perfecto. 
4. Sino es un trinomio cuadrado perfecto, determinar si es de la 
forma: x +bx+c;ódela forma: ax +bx+c:; siendo a 41 
. 3.  Siel polinomio tiene cuatro o más términos determinar si es posible agrupar 
sus términos de modo que tengan un factor común. 
Ó. Asegurarse que cada factor es primo, y luego comprobar el trabajo realiza- 
do multiplicando los factores. 


PP. A s , 2. 


= Watemática [Bl 267 


Polinomio Primo 


Es aquel polinomio irreducible o no factorizable cuyo coeficiente principal 
es 1. 


Ejemplo: x +7 ; es un polinomio primo 


Lu principal es 1 


Si un polinomio se expresa como el producto de sus factores primos enton- 


ces se dice que el polinomio está completamente factorizado. 


OI 


Ejemplo 1: —Factorizar: Ó — 49 
Resolución: 
 -49=X 7 =(x + 7)x-7) 
Cada uno de los factores: (x+7) y (x-— 7); es primo. 
Ejemplo 2: —Factorizar: 4% - 25 
Resolución: 
ax — 25 = (2x) - (5)? = (2x + 5)(2x - 5) 
Los factores: (2x + 5) y (2x — 5) son irreducibles pero no primos. 


Ahora, para convertir dichos factores: 


(2x + 5) y (2x — 5) en primos se procede a escribir el 5 como: ES 
Luego: 
4 — 25 = (2x)" — (5) = (2x + B)(2x - 5) = (2x £ 22 Jer E 22) 
= (2x + 5)(2x — 5) = 2x + Ja - >) 
7 2 
2 5 5 El polinomio: a 25 ; ha quedado 
4x 25 = a» A Je -5) factorizado en sus factores primos. 
"Número Rea” L-— | iFactorPrimol 


| Ejemplo 3: —Factorizar completamente: 5x — 180x 


Resolución: 


* Factorizamos primero, sacando el factor común monomio "5x" ; asi: 


5x — 180x =5x-x — 5x-36 = 5x(X” — 36) 


= 5xÓ - 6) > | Diferencia de cuadrados 


5x — 180x = 5x(x + 6)(x 6) 


Ejemplo 4: —Factorizar completamente: 3x" — 192x 


Resolución: 
* Factorizamos primero, sacando el factor común monomio "3x" ; así: 


3x' — 192x = 3x-x” — 3x-64 = 3x(X" — 64) 


= 3x0 - 4”) > [Diferencia de cubos | 


= 3x(x — aé + 4x+ 4) 


3x' — 192x =3x(x— 4)b + 4x + 16) 
Ejemplo 5: Factorizar: 8xX - 8a” - 16x — 16a 
Resolución: 
* Factorizamos los términos de la manera siguiente: 
8x' - 8a” - 16x — 16a = (8x” - 8a”) - (16x + 16a) 


Sacamos factor común "16" 


=8(é - a”) - 16(x + a) 
Diferencia de cuadrados 


= 8fa)0— a) - 16(42) 


Sacamos factor común "8(x + a)” 


= 8(x + a)[(x - a) - 2] 


Ejemplo 6: —Factorizar: 3x y = 3y 


Resolución: 


* Factorizamos primero, sacando el factor común monomio: “3y"; así: 
Y -3Y =3Y Y )=3Y + M- ) 
¡AAA 8 z Jy = y 
Extraemos E : E =x 
3x y -3y =3y(x" + y al — y") 
—e + a Ly = e 
Extraemos 7 : e = xk 
= 340 + y 90 + Y — y) 
= 30 + y 906 + Y + YA Y) 


Ejempio 7: —Factorizar: ax — 5ax — 24a 
Resolución: 
* Factorizamos primero; sacando el factor común "a"; así: 


ax + 5ax — 24a = a(x” — 5x — 24) = a(x — 8)(x + 3) 
, 4 


x 8 Al 
+ 

x +3 +3x 

—5Bx 


48 TALLER DE 
Ys EJERCICIOS N2 


E ZEN 
Factoriza completamente cada uno de los ¿dilcifitos siguientes: 


a) ay — Axy b) P 164% 

d) x"-81y' e) 3ax” Xx - (3y - 1) 

9) 9-X -2ax-a h) j iy (e -—1)x-(a- 1)y 
1) (A -1)x- (a + a+ 1)y k) P + 6x + 9- y 

m) (x- 2) - (y + 3) n) ax” á (x + y) - (2x— y 


Factoriza completamente cada uno de los polinomios siguientes: 


b) e e y 


a) Pa 


Cc) 4x' -36y" d) =x 


e) 3ax — 3ay" f e. xy + xy - y 


9) (2x 37 - (3x - 11 h) + Y + 2xy-z' 


1) La = Lax 
3 3 


Dx -y 3% + 3y 


D Lax* - un 
5 5 


3 2 2 
k) Xx + XxX Z—=X + XZ-2x + 2Z 


m) -é- 16x+ 16 n) +2 -9x- 18 


o) Xy -3X + xy — 3x- 2y + 6 


RESPUESTAS TALLER 25 


b) 6(a+ 1) - a+ 1) 
d) Pé + 9yNx+ 3y)(x - 3y) 

1) + (By-1 + 3y - 1) 3y + 1) 
9) (3+x+2)(3-x-a) h) ABy+1)MBy8 1) 

i) (a - 1)[(a + 1)x — y? ) ( +a+1)(a8 1)x 8 y] 

k) (a+b+1)[(a+b) - (a +b)+1]|| 1) («+ y + 3)008 y + 3) 

n (e la +1)8 1] 


) a) uyy + My - 1) 
0) X(á + 4a)bé - 4a) 
e) 3a(x + 2)(x + 3) 


m) (x + y + 1)(x— y — 5) 
0) 3x(2y — x) 


b) («+ y YO + y) + y) 
d) x(x+ 10 D0É +1) 
1) (A y)0c+ y 0é + y) 
h) bo+ y + 2 l0+ y 2) 


e) a) («+1 1)0Éé -x+ 1)0é + x +1) 
0) 4x+ /3yNx— /3y)é + 3y) 
e) 3a(x — Y0é + Xy + y) 
9) (x + 2)(4 — 5x) 

1) (+ y) y)0é + y 3) 


i ab 1x1) 
) al + 1MUx - 10 + 1) 


k) (x-— 2(x + 1(x—2) 
m (x-— (+ 430 — 4) 
0) (y — 3)x + 21(x — 1) 


n) (x-— 3)(x + 2)(x + 3) 


EC Matemática E] . z E i 
2.6.4 FACTORIZACIÓN DE UNTRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR SUMA 
Y RESTA (QUITA Y PON) 


Se basa en el siguiente principio: Si a una expresión se le suma y resta una 
misma expresión, la expresión inicial no varía. 


Ejemplo 1: —Factorizar: Xx + dy" 
Resolución: 


1) Extraemos las raíces cuadradas de cada término así: 


| 4 

2 Le] Doble producto de las raíces halladas sería: 
a 2 a 

Jay" =[2y*] 20012y) = 4 y 


2) Sumamos y restamos este doble producto para completar el trinomio cuadra- 
do perfecto (T.C.P) y además obtener una diferencia de cuadrados. 


Así: X+4y=x + (aé)+ 4y (ty 
pa, AB 


TC.P 


e 4y' = (é + 2y y - (ay; por diferencia de cuadrados 


= [pé +27) + eo +2y) - (2xy)] 


Ejemplo 2:  Factorizar: Xx +2x +9 


Resolución: 


1) Extraemos las raíces cuadradas de los términos extremos, asf: 


| 4 2 
E Doble producto de las raices halladas sería: 


Js =[3] 2 X(3) = 6x” 


2) Como en la expresión: Xx +2x +9 ; hay 2, bastará sumar y restar: a para 
así completar los 6x 


Así: +2 AD Xx +2 + Ax + 9-4x 


Xx +2 +9=x +6 +9-4x 
J — 
T.C.P 
4 2 2 2 2 F . 
x +2x +9=(x +3) - (2x) ; por diferencia de cuadrados 


x +2 +9=[(é + 3) + (2x)][0é + 3) - (2x)] 


Ejemplo 3: Factorizar: Xx" +x +1 


Resolución: 


En este caso los 3 términos son cuadrados perfectos, de modo que al escoger 
lo hacemos convenientemente: 


1) Extraemos las raíces cuadradas de los términos extremos, así: 


4 
Xx =[x] Doble producto de las raíces halladas sería: 
A 20011) = 2 


SER 4 2 S de £ 2 
2) Como en la expresión: Xx +Xx +1; tiene x”; bastará sumar: x” para completar 
así los 2x” (Lógicamente también restamos) 


z 4 2 4 2 2 
Así: A 
AZ 4 2 2 
Xx +X 4+1=(x +2x +1)-x 
—_—_———_——— 
T.C.P 
2 2182 , S 
= (4 +1) -x”; por diferencia de cuadrados 


hs 


TALLERDE 
EJERCICIOS N* (26) 


Factorizar los polinomios siguientes: 


a) a+ y b) 4a' +81 o) a +ab+b 


d) 4m'+3m”+9 e) 16 4+4é+1 | 40d+30 +1 
9) 36m*+15m 0 +4n" [h) a +2%+1 i) 9x + 8x y” + 4y* 


RESPUESTAS TALLER 26 


a) (2 + y + 2xy(2x + y - 2xy) b) (247 + 6a + 9)(22? — 6a + 9) 
0) (a + ab+ba? — ab + b”) d) (2m” + 3m + 3/(2m” — 3m + 3) 
e) (4 +2x +10 - 2x + 1) (És 1D —x + 1) 


9) (6m” + 3mn + 27 )(6m” — 3mn +20 | h) (DÍ + 2x 41D - 2x + 1) 
i) (né + 2y + 2D + oy —2xy) 


73 RE 


2.6.5 FACTORIZACIÓN EMPLEANDO ASPA DOBLE 
Sirve para factorizar expresiones de la forma: 

Ejemplo 1: —Factonzar. 6X + 3xy — 3y + 19x + 13y + 10 
Resolución: 


ox + 3xy — ay +19x + 13y+.10 


e 


Comprobación: 
Aspa Izquierda Aspa Derecha Aspa Punteda 
3x(-y) = -3xy 


y (2) = —2y 2x(2) = 4x 
+3y(5) = +15y [ + 3x(5) = 15x | d 


há (Bigrecao) +19x (Correcto) 


2x(3y) = +6xy p id 
+3xy fami 


Ejemplo 2: —Factorizar: 15x — 3y - oy + 7xy +41x+ 14 


Resolución: 


Ordenando adecuadamente, obtenemos: 


15x - 3y - 2” + 7xy +41x+ 14= 15% + Tay - 2y + 41x— y + y 
> 


BX Ra Sy > 22 
3x “- ¡Dyer 547 
Comprobación: 


5x(2y) = +10xy Y(7) = Ty 5x(7) = +35x 
3x(-y) = —3xy +2y(2) = +4y 3x(2) = +6x 
+7Xy (Correcto) -3y (Correcto) +41x (Correcto) 


Ejemplo 3: Factorizar: 8x + 4xy + 18x + 6y + 9 
Completamos con oy para aplicar el Aspa Doble: 


8x + 4xy + 18x + 6y +9=8xí + 4xy + Oy” + 18x + 6y + 9 
$ i 


3 
MA 
2x «- Oy - A 


Comprobación: 


Aspa Izquierda Aspa Derecha Aspa Punteda 


Ax(0y)= 0 | OO 4x(+3) = +12x | 
+ + + 


+0y(3)=_0 


2x(2y) = +4xy 2x(43) = +6x 
+4xy (Correcto) +6Y (Correcto) +18x (Correcto) 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


1. Factorizar los polinomios siguientes: 


a) +2xy+y —-2x-2y-63  [b) 15 - 19xy + 6y — 11y + 19x- 10 
c) 12% — 6y” - 6xy + 7y + 23x+5 d) 6X + 12+ 10y — 23y — 16xy + 17x 
€) 7 + 19xy -6y + 35x-10y | f) 15 -—2y + 6xy - 2x- 1 

9) 8X + 6xy + 24x— 9” —9y +10 [h) 15x + 6xy + 38x + By + 24 


RESPUESTAS TALLER 27 


a) (x + y — 9)(x + y + 7) b) (5x — 3y — 2)(3x — 2y + 5) 
C) (4x + 2y + 1)(3x — 3y + 5) d) (3x-— 5y + 4)(2x - 2y + 3) 


e) (x+3y + 51(7x — 2y) f) (8x— 1)(5x + 2y + 1) 
9) (4x - 3y + 2)(2x + 3y + 5) h) (Bx + 4)(5x + 2y + 6) 


27. FACTORIZACIÓN EMPLEANDO EL MÉTODO DE LOS DIVISORES BINOMIOS | 


Este método se emplea para factorizar polinomios de una sola variable y de 
cualquier grado, cuya única condición fundamental es que acepten al menos 
un factor de primer grado. 


Determinación de los posibles ceros de un polinomio: 


EC Matematica Bl 2222222222222 
* Si el polinomio tiene como primer coeficiente la unidad los posibles ceros, 
estarán dados por los divisores del término independiente con su doble signo. 


Ejemplo: Si: P(x)= 4 2x -5x-6 


Sus posibles ceros del polinomio estarán dados por los divisores del término 
independiente 6, siendo dichos divisores: +1; 12; 313; y +6. 


Evaluando: 
-Para: [x=1] => P(1)=(1 +21 -5(1)-6 
P(1)=1+2-5-6=(-8%0) 
- Para: s PEN=E1 «2 -seEñ=6 
P(1)=-1+2+5-6=0 
Como: [ x=-1 l anula al polinomio P(x), entonces: x =-—1 lo igualamos a cero; 


Osea: x+1=0; siendo "(x + 1)" un factor del polinomio P(x). 
-Para: x=2 =>  P(2)=(2 + 2(2) - 5(2) -6 
P(2) =8+8-10-6=0 


Como: ; anula al polinomio P(x), entonces: x = 2 lo igualamos a cero, 


Osea: x-—2=0; siendo "(x — 2)" un factor del polinomio P(x). 
- Para: >  P(-2)=(=2) + 2(-2) - 5(-2) - 6 

P(-2) = 8 +8+10-6=(4%0) 
-Para: [x=3] =>  P(8)=(3)+ 2(3)' - 5(3) - 6 

P(3) = 27 + 18- 15-6=(24 70) 
-Para: [x==3] > P(=3)=(-3) + 2(-3) - 5(-3) - 6 

P(-3) =-27 + 18 + 15-6=0 


Como: ; anula al polinomio P(x), entonces: x =-3, lo igualamos a cero, 


Osea: x+3=0; siendo "(x + 3)" un factor del polinomio P(x) 
- Para: >  P(6)=(6)* + 2(6' - 5(6) - 6 = 
-Para: Íx=-6]|=  P(=6)=(-6) + 2(-6Y - 5(6) - 6 = [18030 


Luego, los factores «Jel polinomio: 


Po) = + 2x — 5x6 son: "Qu+ 1)"; (x-2)" y "(x + 3)" 


| P09=x +2 - 5x6 = (Xx + 1)0X - 2)(x +3) 
» Si el primer coeficiente del polinomio es diferente de la unidad, los posibles 
ceros estarán expresados por: 


Divisores del término independiente 


Posibles ceros = 


Divisores del término de mayor grado | 


Ejemplo: Si: P(x)= 2 5 4x4 


Término independiente 
Coeficiente del término de mayor grado 


Posibles ceros = + 


Nota: 


Para hallar los posibles valores de los divisores de un Polinomio se 
toma un divisor del numerador y se les combina con los del denomi- 
nador. 


Procedimientos a seguir para factorizar: 
12 Se determinan los ceros del polinomio 


22 Se deduce el factor que dá lugar al cero del polinomio, mediante el 
siguiente teorema de la divisibilidad Algebraica: Si un polinomio P(x) 
se anula para x = a ó P(a) = 0, entonces dicho polinomio tendrá un 
factor (x — a). 


El otro factor se determina utilizando la Regla de Ruffini, que se ha de 
emplear tantas veces como ceros tenga el polinomio, por lo general 
se recomienda llevarlo hasta un cociente adecuado (cuarto gardo, 
para poder aplicar el aspa doble especial o de segundo grado que es 
más sencillo de factorizar). 


SI 
10 


Ejemplo 1: Factorizar. P(x) = 2% —5X 4x4 2 r 


Resolución: 


EL Matematica E 7 
Ara > 
-Para: [x=1] => P(1) =210-5(1 + (1) +2 
P(1) =2-5+1+2=0 
Como: [x=1]; anula al polinomio P(x), entonces: x = 1, lo igualamos a cero, 
Osea: x-1=0; siendo "(x — 1)" un factor del polinomio P(x). 
Luego, hallamos otro factor aplicando la Regla de Ruffini. 


- Dividimos el polinomio: P(x) = 2% —5xX + x + 2 entre el factor hallado "Qu 1). 


» -. | Divisor: 2xé -3x-2 


Divisor 


Sabemos que: 
Dividendo = divisor x cociente 


2D 5 +42 = (2% — 3x — 2)-(x — 1) 
"a > 


Ejemplo 2:  Factorizar: 30x + 19 — 1 


Resolución: 


Posibles _ + 
ceros 


| Evaliadó: 
-Para: x=1 =  30(1) +19(1) - 1=30+ 19- 1=(48% 0) 
-Para: x=-1 =>  =301 + 191) - 1=-30+19-1=(412%0) 
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A a az _ E A2A2— A O A A 2 An 


3 2 
Ps Ls 30(-2) +19/-) -1=30[-) a 3)-: 
2 2 2 8 4 


(x + =) si es un factor del polinomio | 


Luego, hallamos otro factor aplicando La Regla de Ruffini: 


+1 


* Dividimos el polinomio: 


30x + 19x —1 ; entre el factor hallado (x + ) ordenando y comple- 


1 
2 
tando el polonomio dividiendo se obtiene: 


30X" + 19 + 0x— 1 


) -. |Divisor: 30 + 4x — 2 


Divisor 


Sabemos que: 
Dividendo = divisor x cociente 


o li 


30x" + 19% — 1 =(30x + 4x — 2)[x pn 2) 


Damos común denominador 


30 + 19% 1 =2(15% + 2x — (2) 
> > 


Ejemplo 3: —Factorizar: 32 A XA 1 


Resolución: 


Evaluando: 


- Para: [x=1] > 31 +21 -(1+(1)+41=3+2-1+1+1=6%0 


E [ (x — 1) No es factor del polinomio. | 
- Para: [x=-1]> 31 +2 - A +()+1=3-2-1-1+1=0 


-. | (x+ 1) Si es factor del polinomio. 


Luego, hallamos otro factor aplicando La Regla de Ruffini. 


* Dividimos el polinomio: 


XII ; entre el factor hallado "(x + 1)" 


Sabemos que: 
Dividendo = divisor x cociente 


EL (BR 1) 1) 


Ejemplo 4: Factorizar. X— 9 + 4x4 12 


Resolución: 


Posibles ceros =+1, +2; +3; 14; 35; 15; y 112 


Evaluando: 


- Para: [x=1] > (1 -A1) +4(1) +12=1-9+4+12= 8%0 


e 


- Para: [x=-1]> (1 - 9-1 + 41) +12=1-9-4+12=0 


S | (x + 1 ) Si es factor del polinomio. 


Luego, hallamos otro factor, del polinomio, aplicando La Regla de Ruffini 
* Dividimos el polinomio: 


x' — 9% + 4x + 12 ; entre el factor hallado “(x + 1)" ordenando y 
completando el polinomio dividiendo se obtiene: 


X -0x —9x + 4x + 12 


Sabemos que: 
Dividendo = divisor x cociente 


12 O BR 12) AX 1) eco (a) 


Este polinomio se anula 
para: x = 2; veamos: 
(27 - (2) -8(2)+12=8-4-16+12=0 


s | (x — 2) es un factor del polinomio: A 8x4 12 


Luego, aplicamos La Regla de Ruffini; dividiendo: 


Xx —x - 8x + 12 entre: (x— 2) 


Divisor: tér ta—6=x+x-6 


Divisor 


+ Sabemos que: Dividendo = divisor x cociente 


E BR PTZ= (+0) 22) 
$ 5 
x +3 
o 
= (x + 3) 2)00— 2) = (x+ 3) 2) 


LN Br 12 = (x + 3 Mx 2) |...... (B) 


Reemplazamos (f) en (01) : X 9 + 4x + 12= (x + 3)(x — 2 + 1) 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


Factorizar los polinomios siguientes: 


a) + 6x7 

Cc) 9% +3x — 24x + 12 
e) 2 +3x -3x-2 
9) XX —6x + 4x+8 
i) 12% -8x' - 13% + 9X +x-1 


b) -—8X + 17x- 10 
d) 2 - 16% + 34x- 20 
) 2%43x+5 

h) Xx +2 -5x-6 

: 4 3 2 

Y) x +3x -3x —- 11x-6 


RESPUESTAS TALLER 28 


(e) (x— 1)0é + x +7) 
d) 2(x— 1Mx— 2)(x- 5) 
9) (x + 1)(x + 2)(x — 2) 
1) A—2)(x + 3 + 1P 


b) (x-— 1)(x-— 2(x-5) |[|c) 3(x— 1M(Xx + 2)(3x — 2) 
e) (x— 1)00+ 2)(2x+ 1) 1) (+ 1(DÉ — 2x + 5) 


| h) («+ 1)(0— 2)(x + 3) P (+ 1) 1)(3x + 1)(21 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FACTORIZACION 


ú- Señale un factor de: pé + xy + (xy + yy 


A)Jby-1) B)by+1) C)(x-y D) (Ó - xy + y JE) 0Ó + xy + y) 


SO É———<áyáT á]* <—áÉáÉÉ< <<< A a E A, 
Ba Wanuet Coeñas NaguicieS 
Resolución: 


0 y + Y) = + YT + [y (+ Y) 


= e X+ y + yx + yr 


y bé + y] 


4 


ey y + y) = (+ Y Mé — xy + y) 


Factor 


Factor 
Recuerda que: 


*(a.b”=a".b” 


a? + b?= (a+ bla? - ab + b”) 


Uno de los factores del polinomio es: x” — xy + y” 


Rpta. D 


Á Factorizar: 1 + mn + p(m + n) — (m + n) — p(1 + mn) ; dando uno de los 


factores: 
A)m+mn+n B)p-m-n C)1+mn+m-n 
Dm+n+p E)1-m 

Resolución: 


La expresión dada, se puede escribir así: 


= (1 + mn) + p(m + n) — (m+ n) - p(1 + mn) 


= (1 + mn)(1 — p) + (m + mp — 1) 

= (1 + mn)J(1 — p) + (m + mMI1 - p)] 

= (1 + mn)(1 — p) — (m + nX(1 — p) 

= (1 — pP)[(1 + mn) — (m + m)] = (1 - pl +mn-m-n] 
= (1 - PG — n) + mín — 1)] = (1 — p) [(1 — n) = m(1 - n)] 


= (1 — PIC — n)(1 — m)] Recuerda que: 


Factor APM?) 
Factor 
Factor 


*+m(n— 1) = -m(1 — n) 


a — —— > 
Uno de los factores del polinomio es: (1 -— mM. Rpta. E 


A NRO 


3 Uno de los factores de: P(x) = ++ x—1;es: 


A) +1, B) xXx A C)x-1 
DI + x -1 E +x+1 
Resolución: 


Sumando y restando É al polinomio P(x); obtenemos: 


Pb) = O ; agrupamos términos: 


PO) =p 1) 

P(x) =X"0é + 1) + xq e +1) 

Po) =(é + 1)0é +) 04 + 1) 

PQ) =0é + 1)x0é +1) - (4 + 1) = 0% + 1)10é + 1)x— 1] 
> 


PO) = pé+ + 1)pó + x- a e —x+ 1) bé +x- 1] 
Recuerda que: Factor 
3 Ae 

+0 +1) = (+ 1)pé —-x + 1) Factor 


Uno de los factores del polinomio P(x) es: Ó—x+ 1] Apta. B 


144 Proporcionar un factor de: (a + b— 1 -(a+b-1)lc-b+ 1)-c+b-2 


A)ja-b Bja+b+c C)c-a 
D) a + 2b + 3c E)a+2b-c-3 
Resolución: 


=(a+b-1-(a+b-1lc-b+1)-(c—b+2) 


Hacemos: jp b=x 
= (x- 1 -(x- My + 1) -(y +2) [e-b=y 
=( -2x + 1) - [Ly +x- y -1]-(y+2) 
= 2x4 1-xy-x+y+1-y-2=X -3x- xy 
= x(x- 3 - y) 


Reemplazamos los valores de x é y en esta última expresión: 


= (a + b)[(a + b) - 3 — (c — b)] 


= (a + b)[a + 2b - e - 3] 
factor factor 
Apta. E 


-. Uno delos factores del polinomio es: a + 2b-c-3 3 
Después de factorizar: x 00 5: señale la suma de los térm.nos inde- 


pendientes de los factores. 
A)5 B)6 C)-5 D) -6 E) NA. 
Resolución: 
X 6 +5x = O — 6x + 5) 
n 3 
Xx 5 
x -1 


=> — 5) — 1)] => (x 5) 1) 


'Suma de los términos independientes es: 155) + (+1) =-6 | Apta. D 


$ Cuántos factores binomios tiene: x” —x" — 13x" + 13x” + 36x — 36 


A) 1 B) 2 C)3 D)4 E)5 
Resolución: 
13% + 13% + 36x-36 = Xx (x— 1)- 13% (x — 1) +36(x— 1) 
O Be es a 


2 (e Mpé - 13x' + 36] 
= (x — 1)16é — 90 — 4)] 
= (x 1)10é- 3-2) 
XX -13x + 13X + 36x — 36 = (x— 1)[(+ 3)0— 3)(x+ 2)(x— 2)] 


(Son 5 factores binomios) 


Observa que: 
x o 13% +36 
4 pl p 
XxX — 
2 BS -1DÉ +36 = (é — 9)0é —4) 


Xx 


Apta. E 


“El polinomio tiene 5 factores binomios 


Ú indique un factor de: Pé — 4x — 2)[x— 2y +5 


A)x+1 B)x-2 C)x+4 D)x+3 E) -4x-1 


Resolución: 


Reemplazamos (II) en (1) : 
Lé Ax 2)0É —4x+ 4)+5=(a-2)la+ 4) +5 


=2 +2a-8+5 


= A +2a-3 
E A 
=|(a + 3(a-— 1) occcccncon (111) 
Observa que: 
a +2a-3 
3 , 
: - =3 5 a +2a-3=(a+3)l(a- 1) | 


Reemplazando (1) en (111): 


, j A Observa que: 
(a +3)la— 1) =(0—4x+ 30-42 8 


y 
= (x- 3)(x— 1 di) Xx 3 
Factor Xx A y 
Factor A AA 
Factor | x—4x +3 =(x-— 3)(x — 1 »] 


Uno de los factores del polinomio es:. 4x1 | Rpta. E 


AN A IS 


Ejercicio 
a (b + c) -c(b+c)-b-c; indique el 
factor trinomio . 


: Después de factorizar: 


aaé-có  B)b+c  Cja-c+1 


Da -c-1 Eja+c 


Ejercicio (:5: Señale un factor común 
de E WAX Y +xYy 
Ax B) y” C)x" + y 
DxX+ y Enty 


Ejercicio Ó: Señale un factor de: 
X —XY+Xy —y 
B)ó+ y Cr(x- y) 
E) y 


Ejercicio Ó: Señale un factor de: 
+2 3 n 
X  +X-X-—X+X -—1 


A) x + y 
D) x 


B)x" +1 
EX -1 


AX 41 C)x + x+1 
D)x"-x-1 
Ejercicio Ó: Un factor de: 


3 2 
Xx -7xX -x+7€s: 


B) x- 1 0) +1 


A)x+7 o 
E) x +7x+1 


D)X +7 


Ejercicio Ó: Señale un factor de: 
2m ma 2n 
X +2x y +y 


C)x" + y" 


Ejercicio óÓ: Un factor de: Xx" + 1es: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FACTORIZACION 


Manuel Bad LS 


B) A 


IES É 
D)x" -2x" +1 


Ox xa 
E)x" -1 


Ejercicio Ó: 


(a + bla +b— c)- (c+ a) .(c-a—-b)+ 
(a + b)" — c”; uno de los factores que se 
obtiene es: 


Al factorizar: 


A)3a+2b+2c B)a-2b+c 

C)2a+3b+2c  D) 3a + 2b + 3c 

E) a+2b - 3c 

Ejercicio Ó: Indique un factor de: 
Més 1) + 3 + 3x 15 


A)x+ 1 B) x +2 


E : C)x-2 
Dix +x-7 Elx -x+7 


Ejercicio 19) : Señale un factor de: 
2 Pi aal, cua 
X +3Xy + 2y —XZ — yz 


A)x+2y +7" B) x-2y - z” 
C)x+y+z D)x+2y-Z 
E) x- y 


Ejercicio Ó : Al factorizar: 


A)2x  B)x C)2" De" Eje” 


Ejercicio Ó Uno de los factores 


de: x +4;€es: 
AJPÉ-2x+2  B)x+2x+1 


C)x-1+ d2 Dé +x+ 1 
E) No es factorizable 


=q WHlatemática 3 287 . 
Ejercicio H: Señale un factor de: | Ejercicio H: Señale el factor primo 


repetido de: x +x —xX"—1 
vna As Mat .n 


pe e A)x +1 B)x-1.  C)Xé+1 
Ax +x +x B)x +x +1 Dx +2 E) x 
C0)xX-1 D)X +1 
E é+x+1 
Ejercicio $): Factorizar: 
a -bic+ab-abc+ ac-—bc”; indicando 1.D|2.D1|3.B14.C1|5.8 


un factor: 
6.E|7.C|8.A]| 9.B |10.D 


Aja-bc  Bja-b Cja+b-cC 11.B |12.A |13.E |14.A |15.C 1 
D) ab +c E) ac + b A ADIOS 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


ese IAS e 


¿Cuántos factores primos tiene: PALA 
A) 3 B) 4 C)5 D)6 E)7 
Resolución: 


* Aplicando: |A%—B% =(A" + B "XA" BP) [ (Diferencia de cuadrados) 


Obtenemos: 
e _ pe E (a'* E ba? a b**) 
(a + ba? - pb”) 
a? 1% = (a 4 0 "Hal + bla? — b?) 
(a+ b'la* —b”) 
¿7% e be S (a'* $ ba? Ap bla E bla” de b*) 


(+ ba? 1%). 


a? (a 4 ba? + bla? + bóa? + bla? — bp?) 


(a + b)(a —b) 


287 Plat Coreñas Naguiche O 


32 32 16 16 8 4 4 2 
abla bla” + bla” + b'la” + bla + b)(a — b) 


(1) dd 0 0 6 st) 


- | La expresión al” pS tiene 6 factores primos. | Apta. D 


, 2 
Sumar los factores primos de: a” + ab + ac + bc 


Aja+b+c B)2a+b+ c C)ja+2b+c 
D)a+b+2c Eo 
Resolución: 


- Agrupamos los términos dados de la manera siguiente: 


(7 + ab) + (ac + bc) = a(a + b) + c(a + b) 
WN 


ASI 


Sacamos factor | |Sacamos factor 5 (a + bla +0) 
| común "a" común "e" 
— Factor primo 


actor primo 


A)a-b B)b-c C)c-d D)b+c< E) a -d 
Resolución: 
- Efectuando los productos indicados, obtenemos: 
(a + b)(a + Cc) — (b + d)(c + d) = (a? + ac + ab + bc) — (bc + bd + cd + d%) 
2 2 
=a +ac+ ab + bc-—bó-— bd - cd -d 


= (a — di) + (ac + ab) — (bd + cd) 

= (a + d)(a — d) + a(b + c) — dí(b + c) 
“E 

= (a +d)(a—d) + (b+oa—d) 

= (a+ Mazo + (b+olaZ9) 

= (a — d)[(a + d) + (b+ c)] 


= (a — d) [a + b + c+ d] 


Factor binomio 


A AA 
=t MH » ¿ 0 Z 289 
Señalar un factor de: 4x" - 17 + 4 


A) 2x -3 B) 3x- 1 C) 2x + 1 D) 4x + 3 E) 4x - 1 


Resolución: 


- Sie 4 2 S 5 
Factorizamos la expresión: 4x” — 17x + 4; aplicando el método del aspa; 
veamos: 


a 17 +4 =(4x - 1)0é -4) 
4 


E a =129 -1pé - 24] 
me -4 =(2x + 1(2x— 1)(+ 2)(x — 2) 
O 


0.0 0604) 
de los factores es: (2x +4)| Apta. C 


' 2 2 52 2 
Factorizar: —X+x+a +b"-a+b-2ab; señalar un factor: 


A)x+a B)x+a-b C)ja-x-b+1 
D) -x+a-b E)x+b 
Resolución: 


- Agrupamos los términos de la manera siguiente: 
[(a? - 2ab + b”) - Xx] + (x— a + b) 
E E 
[(a— by - Xx] + (xa + b) = [(a — b) + x]l(a — b) - x] + (x- a + b) 
=(a—-b+x) (a-b-x) - (a-b- x) 
= (a- b-x)[(a -b + x) - 1] 
= (a-b- x)[a-b+x- 1] 


- [El factor pedido es: (a-b—x)=-x+a-—b | Rpta. D 


6. ) Factorizar, e indicar la suma de coeficientes de un factor primo: 
a(a— 20)(a% + ac — ab — bc) + 2b(a — 2cla + ac — ab — bc) 
A) 7 B) 3 C)4 D)5 E) 9 
Resolución: 
a(a-— 20)[(a* + ac) — (ab + bc)] + 2b(a — 20)]l(a% + ac) — (ab + bc)] 


a(a — 2c)a(a + c) — b(a + c)] + 2b(a — 2c)[a(a + c) — b(a + 0)] 


a(a - 20)l(a + c)(a — b)] + 2b(a — 2c)[(a + c)(a — b)] 
Sacamos los factores comunes: (a — 2c)(a + c)(a — b); obteniendo: 
(a — 2c)(a + cla — b)la + 2b] 


Luego: (a-2c) = É de coeficientes de este factor. 1-2=-1 
(a+c) = Y de coeficientes de este factor 1+1=2 
(a-b) = É de coeficientes de este factor. 1-1=0 
(a+ 2b) = Y de coeficientes de este factor. 1+2=3 


or primo es; 3. | Apta. B 


(7) Señale uno de los factores de: 
M(%y,Z) = Xyz + 2X yz =- yz + xy z = yz 
A)x+y+z B)y+z C) x- y D)x+y-z Ejx+z 
Resolución: 
- Agrupamos términos de la manera siguiente: 
M(%,y,Z) = béyz + 2 yz + xy z) =- (éyz + xy z) 
2 2 2 
M(%,y,Z) = Xyz(Xx +2Xy + y ) — Xyz (X + y) 
MQ6y,Z) = Xyz(x + yr - xyZ (x + y) 
M(x,y,z) = xyz(x + y) [(x + y) — 2] =[xyzG+ yN+ y —2)] 
¿Cuántos factores de primer grado tiene el polinomio: 
Xy + xy ++ Y +2xy +X+y 
A) 1 B) 2 C) 3 Dyo E) 4 
Resolución: 
- Agrupamos los términos de la manera siguiente: 


(y + xy) + pé + 2xy + Y) + (x + y) 
O 


YY) + LY + Y) = OY + Oy) + 11 
= (+ YNDy +x + y +1] 
= (x + y)Ix(y + 1) + (y + 1)] 


Apta. Cc 
O) Factorizar: (a + 3)(a + 2(a + 1) + (a + 2)(a + 1) + (a + 1) e indicar un factor 
A)a+3 B)a+2 C)a-1 D)a+4 Bja 
Resolución: 
(a + 3)(a + 2)(a + 1) + (a + 2)(a + 1) + (a +1) = (a + 1)[(a + 3)(a + 2) + (a + 2) + 1] 
= (a + 1)[a7 + 5a+6+a+3] 


= (a + 1)la” + 6a + 9] 
A 7 


= (a + 1)[(a + 3)] 
= (a + 1)a + 3y 
a +60+9=(a+3)(a +3) 


Factonzar la siguiente expresión: (x— 2)(x + 2)(x + 3(x— 1) + 3; e indicar la 
suma de coeficientes de uno de sus factores. 


A)5 B) 6 C) 3 D) 1/5 E)2 
Resolución: 
- Agrupamos los términos de la manera siguiente: 


(x— 2) + 3)(x + 2(x — 1) +3= (Ó +x - 6)0é + x-2) + 3 


Hacemos cambio de variable; osea: 
Luego: (x— 2)(x + 3)Mx + 2)(x — 1) + 3 = (a -— 6)(a — 2) +3 
=a -Ba+12+3 
=a -8a +15 


= (a — 3)(a — 5) 
Ss 


= [(0é + x) - 3I[0é +) - 5] 


[292 , > act C, oueñas Haguiche Ó oO 
(x— 2)(x + 3)(x + 2x1) 4 3=(é +x-3)0é + x- 5) 


2, 


- 8a + 15 = (a - 3Ka — 5) 
pl 


a 
i 
a -3 
a 


=5 


E 4 2 : Rpta. C 
(11) Al factorizar: m' + 4m” — 117 un factor de primer grado es: 


A)m+3  B)m-3  C)m-9 D)m+15 Ejm+1 
Resolución: 
- Factorizamos el polinomio dado, aplicando el método del aspa: 
m'- 4mé + 117 =(m- 9)(mÍ + 13) 
pe ot 
m 9 =(m -3 Um + 13) 
mé +13 = (m+3)(m- 3)(mé + 13) 


Factor de 2” grado 


Factor de 1” grado 


Despues de factorizar: (x— 11(x — 2(x— 3) + (x — 1)(x— 2) — (x— 1) 
Calcular el valor de un factor primo para: x=5 
A) 14 B) 3 C)2 D) 1 E)O 
Resolución: 
De la expresión: (x-1 Nx — 2K(x — 3) + QA =2) =(x=1) 
Sacamos factor común: (x— 1), obteniendo: 
(x — 1)[0:— 2)(x — 3) + (x- 2) - 1] = (x— 1)bé - 5x + 6 + x- 3] 
= (x- 1)06é — ax + 3) 
= (x— 1)[(«— 3)x — 1) 


Sr > factor ema tes 
d=5- - 


Valor de este tactor po cod 
Xx =5;es: x-3=5- =2. : 


9 ES (x-34x- 1): .. | El vator de un factor primo para. 
x=5;es:2 e 


Rpta. C 


i 
Xx 3 
x 1 
(3) Indicar un factor de: (x-— 4)(x — 5) + (5- x)> +x-5 
A)x+5 B) x-3 C)x-4 D) 2x + 3 E)x-6 
Resolución: 
- La expresión: 4-5) + (5-x)” + (x- 5) 
Se puede escribir asi: (x-— 4)(x — 5] - (x-— 5 + (x-— 5) 
Sacamos factor común (x — 5; en los dos primeros términos obteniendo: 
(x — 5) [pu — 4) — (Xx 5)] + (x— 5) = 
1 
(5) + (x — 5) = (x— 5)H(x - 5) + 1] 
= (x- 5)[(x - 5) + 1] 


= (x — 5)[(x— 5) + 1][(x— 5) - (x—5)-1 + 13 
= (x— 5Hx — 4) Dé — 10x+25-x+5+ 1] 
= (x — 5) — 4) (é - 11x + 31) 


Recuerda que: Factor 
$impar _ tt impar al 
(A-B) —(B - A) Factor 
Ejemplo: A —_—_— 
4-27 =(2- ar :. | Uno de los factores es: (x-- 4) | Rpta. C 
(2= 2 
(8) = 4-8) 
8=8 


La suma de coeficientes de uno de los factores primos de: 
(a ds 1y + (2a% + 2a) ; es 
A)2 B)3 C)5 D)6 B) 1 


Resolución: 


294. qq id ER 
* Agrupamos los términos de la manera siguiente: 

[(á —x) + (a 1) + (2ax + 28)” Recuerda que: 

pé 1) + (67 1)É 200 + 1)P (ABr=AmB" | 

(a - 10é + 107 +12 vé + 117 

(4-10 4 1 40 = 0 a 1 + 487] 


=(é +1) la" - 2a7 + 14487] 
= (+1 la! + 287 + 1] 


= Lé + Vi + 1y 


Factor primo 
E de coeficientes: 1 +1=2 


Factor primo 
E de coeficientes: 1 + 1=2 


45) Uno de los factores de: x' — + 1; es: 


AÉ—x+1 BÉ +x+1 O +x-1 
D)X + 3x + 1 E) X -3x+ 1 
Reso!uciós: 


” 4 2 5 e 
La expresión: x — 3x” + 1; se puede escribir de la manera siguiente: 


4 2 4 2 2 
XxX -3xX 4+1l=x -2x +1-x 


= pé E 1 - Xx ; Por diferencia de cuadrados 
= [66 1) +xI10é— 1) -x] 
=(Óó+x- 1)60é -x-1) 


Factor 


dar un factor de: 2la? +be+ c”) - 5b(a + c) + 4ac 


A)2a+c-—b B) 2a-c-b C)a-c-b 
D) b- 2a - 2c Eja+b+c 


Resolución: 


La expresión se puede escribir de la manera siguiente: 
1 5b(a + c) + 4ac ; agrupamos los términos así: 


2a” +4ac +20 +2b”-— 5b(a +c) 

A 

2(a + 2ac + E) «2 5b(a + c) 
A 


ES + or — 5b(a + C) + 2b”; factorizamos esta expresión por el método 
e del aspa. 
ar +C) 
(a + Cc) 


2(a + c) — 5b(a + c) + 2b” = [2(a + c) - blí(a + c) - 2b] 
= (2a + 2c - b)ía + c-— 2b) 
= (b - 2a - 2c)(2b — a —c) 


Recuerda que: : ¡e Factor 
Factor 


*- Para un par de factores (a — b + c)(a + b—c), 
se cumple que si cambiamos de signo a sus . 
términos el valor de la expresión no varia; 
osea: 


(a—-b+cola+b-c)=(b-a-clc-a-b)| 

Ejemplo: AS 

(6-4 +2)(6 +4 2) = (4 - 6- 2(2 -6-4) 
(4)(8) = (4-8) 


. 
.. 


(47) Factorizar e indicar el número de factores primos: a(b + oy + b(c— a) 
A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5 
Resolución: 
De la expresión: a(b + or + b(c — al; obtenemos: 
a(b” + 2bc + 0”) + b(c” - Zac + a”) 
ab” + 2abc + ac +bc -Zabc+ ab 


Agrupamos términos de la manera siguiente: 


(ab + ab”) + (ac” + bc”) 
A 


ab(a + b) + (a + b) =| (a +b)lab + c7] 


[E nimerO de aceros primos es 2 Apta. 8 


Factorizar: (a + bla? + b*) -4ab ; e indicar un factor primo. 
A)a+b B)a-b C)a+2b  D)2a+b  Eja+b 
Resolución: 
(a+ bla +b)-4ab=a + ab” +ab+b -4ab 


3 2 3 biz 
=a'-3ab+ ab” +b ; esta expresión se puede 
escribir así: 


=a*-3ab + 3ab” —b”-2ab” + 2b* 


= E e) 

= (a - b)l(a - b)” - 20 

= (a — b)la” - 2ab + b”- 2b"] 
= (a — b)la” — 2ab — b% 


Factor 


Factor 


:. [Uno los factores és: (a 


Factorizar: (m + ny - (m — 1y - (n + 1y ; indicando uno de sus factores 
primos. 


A)m+ 1 B)n-1 C)m+n-1 D)n+1 Ejm+n 


Resolución: 


erdi E 
(m+nY - (m- 1 - (n + 1$ Elec EPT 
mad, 3 
(2m + n- 1)(n + 1) — (n.+ 1); sacamos factor común: (n +1) 
(n + 1)[(2m + 4- 1) - ("+ 1)] = (n + 1)[2m - 2] 


= (n+ 1)-2[m- 1] 


n+1) 


= 2(n + 1)(m- 1) 


Factor primo 
Factor primo 


Rpta. D 


a cdi ¡pone 04 1) 
Un factor de: (ab—- 1% - (a +b”+ 1) es: 
Aja+b+1 B)a+b C)a-b D)a-b-ab Eja+b+ab 


Resolución: 
(ab- 1 -( +b%+ 1)= (ab) -2ab+X-a bo -Y 
= (aby - (a + 2ab + b”) 
SECS 
= (ab) -(a+ by; diferencia de cuadrados 
= [ab + (a + b)][ab — a — b] 
= (ab + a + b)(ab — a —b) 


Factor 


: Recuerda que: 


(A-B)=Aó -2AB + B* 


Factor 


¿Cuál no es factor de: XxX - 13% + 36 
A)x+2 B)x-2 C)x +3 D) x- 3 E)x-4 
Resolución: 
La expresión dada; la factorizamos aplicando el método del aspa. 


¿13% +36 =(é — 9)0é — 4) 


Y 9 =0é- 31062) 
wo Eg (Xx + 3)(x — 31(x + 2)(x — 2) 


| Rpta. E 


Señale un factor de: ab(c + dy + cd(a — by 
Ajab+cd Bjac+bd  Cjad-bc  Djab=-cd  E)ac-bd 
Resolución: 


abíc + 0)” + cdía — b) = ab(c” + 2cd + d) + caía” — 2ab + b”) 


ab(c + d)? + cdía — b) = abc” + 2abcd + aba” + a “cd — 2abcd + bcd 
Mp A 


= (abc? + a“cd) + (abd” + b“cd) 
= ac(bc + ad) + bd(ad + bc) 
= (bc + ad)[ac + bd] 


Factor 


de los factores es: (ac + ba) | 


(23) Factorizar, e indicar un factor: 2 - 2x + ay + 5é — 2x) + 3 


A) 2X - 2x +3 BÉ -2x-7 CI -2x42 
D) 2 - 4x +3 EéÉ-2x+5 
Resolución: 
2Qé — 2x +3)” + 5(é — 2x) + 3¡hacemos cambio de variable: 
Luego: 
2É - 2x +3) + 5(é — 2x) + 3=2(a +3)"+58+3 
= 2(a” + 6a +9) +5a+3 


= 22 + 17a+21 
= (2a + Ia + 7 
(2a + 3)(a + 7) 
= [20é — 2x) + 3][0é - 2x) + 7] 
= (2% —4x + 3)0é —2x +7) 


Factor 


Factor 


pa 17a + 21 = (2a + 3)(a + 7) 
$ 


2a +3 
la +7 


2.8 , MÁXIMO COMÚN DIVISOR Y MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO 


e mm 


2.8.1 MÁXIMO COMÚN DIVISOR: (M.C.D). 


Para calcular el máximo común Divisor (M.C.D) de dos o más expresiones, se 
factorizan estas y el M.C.D estará formado por los factores comunes, eleva- 
dos a su menor exponente. 


Ejemplo 1: — Hallar el M.C.D. de: 24a”b; 18a"bx; 30a'bx” 


Resolución: 


Se descomponen todos los coeficientes en sus factores primos; veamos: 


30 | 2 
15/13 | 30 = 2-3-5 
515 


1 


244%b = 29.3.a%b * Los factores ES e su Menor ex- 
18a%bx = 2-3 a7bx ponente son: 2-3-a"-b = 6a'b, siendo este 


300 bx = 235.2 bx | €lM.C.D. 


Ejemplo 2: Hallar el M.C.D. de: 72x yz”, Y Z; 120x'yz' 


Resolución: 


Se descomponen todos los coeficientes en sus factores primos, veamos: 


Luego: 72x yz = 2. Ixyz* * Los factores comunes con su menor ex- 
9 Y z = 2RYZ ponente son: 2.3yz = 2 yz, 


120xyz' =23.5x'yz' | siendo este el M.C.D. 


2 


Resolución: 


- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 


i) xs xy = x(x — y) * El factor común con su menor 
exponente es: (x — y) ; siendo 


ii) 3 —3y =30é- y) =3(x+YNX—Y) | esteelM.CD. 


300. WHanuel Coveñas Haquiche Ó 


ii) xy - y =y(x— y) 
PO 


|M.C.D. y 


Ejemplo 4: Hallar el M.C.D. de: + x=12 d x= 5 É -4x+3 


Resolución: 


- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 


+ 12=(x + 4)(x — 3) 
li) -9=x% 3 = (x + 3)(x — 3) 
ii)  — 4x +3 =(x- 3)(x- 1) 


* El factor común con su menor 
exponente es: (x— 3); siendo 
este el M.C.D. 


Ejemplo 5: Hallar el M.C.D. de: 12(x- 2)”; 6(X — 8); 15x” - 60 


Resclución: 


- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 
1) 122) =3.:2.(x- 2) 
li) 6(é - 8) =2-3( — 2%) = 2:3(x — 2) (é + 2x + 4) 
ili) 15 - 60 = 15(é — 4) = 3-5(x + 2)(x — 2) 
+. |ELM.C.D. de: 12(x 2)”; 6(x 8) ¡ 15 - 60 es: 3(x 2) 
2.8.2 MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO: (M.C.M). 


* El factor común 
con su menor ex- 

ponente es: 

3-(x — 2) ; siendo 

este el M.C.D. 


Para calcular el M.C.M. de dos o más expresiones se factorizan éstas y el 
M.C.M. se formará con los factores comunes y no comunes a su mayor ex- 
ponente. 


Ejemplo 1: Hallar el M.C.M. de: Tex yz a 9 YX : 120x'yz' 
Resolución: 


Se descomponen todos los coeficientes en sus factores primos; veamos: 


ss 


— 


Enea»: * El M.C.M. será igual al producto de 
¡) 72 y z* E yz los factores comunes y no comunes 
con su mayor exponente, osea: 
ii 23 ib oNoda 
ii) 9x yz =2 -3xyZ 2 pS yz 


ii) 120x yz =2-3.5x yz 


=( 440xX y z' 


EL M.C.M. de: 72 yz*;96x Y 'Z*; 120x'y 2 es: 1440x'y 2 


Ejemplo 2: Hallar el M.C.M. de: 48a“bc*; 108a'b'c”; 18a'b"c? 
Resolución: 


Se descomponen todos los coeficientes en sus factores primos, veamos: 


Luego: 


ii * El M.C.M. será igual al producto de 
2 los factores comunes y no comunes 
con su mayor exponente, osea: 


2ñapno - 16-272 00 


cleavo ] 


El M.C.M. de: 4Ba bo" ; 1084 b%"; t8a bc” es: 43220 


¡) asabc* = 2*.3.abc* 


ii) 1082 bc = 223% apo? 


ii) 182b% = 23 apio? 


Ejemplo 3: Hallar el M.C.M. de: 2x-4;3x+6; e -4 
Resolución: 


- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 


* El M.C.M. será igual al producto de 
los factores comunes y no comu- 
nes con su mayor exponente, osea: 


2-3-(x — 2)(x+ 2) =|6(x — 2)(x + 2) 


.. [EL M.C.M. de; 2x—4;3x +6;xÚ 4 es: 6(x— 2)(0+ 2) = 6(é -4) 


i) 2x-4=2(x-2) 
il) 3x + 6 = 3(x + 2) 
ii) 2 -4=É-2 = (x+ 2)(x — 2) 


Manel Eoveñas Haquiche O 


Ejemplo 4: Hallar el M.C.M. de: 3x- 15; + 5x +25 ; X - 125 


Resolución: 
- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 
1) 3x- 15 = 3(x- 5) ii) + 5x+ 25 =(x + 5x + 25) 
hi) > -125=x7 — 5” = (x- 5)0é + 5x + 25) 


+ El M.C.M. es: 3(x — 5)0é + 5x +25) = 3(4 — 5*) 


-. [ElM.C.M. de: 3x-- 15; +5x+25;x — 125 es: 3(x — 5) =3(x" — 125) 


Ejemplo 5: Hallar el M.C.M. de: + 5x+6 E a. . ás x—2 


Resolución: 
- Factorizamos cada una de las expresiones dadas: 


i) + 5x4 6 = (x + 2)(X + 3) li) É — 6 =(x + 2)(x—2) 


iii) + x—2=(x+ 2x1) 


| » El M.C.M. es: (x + 2)(x + 3)(x — 2)(x — 1) 


:. PE M.C.M. de: EA: Les: (x + 2)(x + 3)(x — 2(x— 1) 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? 


b) Xx ; 3ax 
d) ab”; ab > ab? 

f axb ; axy;¡abx 

h) 204 b*z; 15ab” ; 452 bx 
) 3xy; 5xéy ; 2abxy 

) 70ax"; 352 %x ; 1052 bx 
n) 9xy; 36x y” z 108xy" 
p) 24x y” ; rex y” 5 36x y* 


Cc) xy; y 

e) 3ab* z 5aóbx E 4abéz 
9) 12xy' ; 182 y” E 24bx'y 
1) 28x y ó 42xz; 14x y" 

k) 18x"; 54 ; 36x y 

m) 15 y 5 75axy ; 602 xy 

16x y E aex y” E 6axy 


e A Sen PPP 


Halla el M.C.D. de los siguientes Polinomios. 


b $ y ; 2 - 2xy ; 3xy — ay 
2 


xx +3 1 4 5x4 4 d)X -8Bx+15;x -6x+5;x -25 
e) Aé + 4x-24;2x + 18x +36 1) 3x(a + 3); 2xé(a + 3); 5x(a” — 9) 

g) Babx — Bab; 4ax — 4a” ; 6ax” — 6ax [h) (x+ 2); (4-7): 0é+x-2) 
18-3:4-%:(2-xP 1) 5x0é —b*); 10a0é - b%; 15a(x— by 


a) 3x + 6; 4 (+ 2y 


Halla el mínimo común múltiplo (M.C.M) de los siguientes monomios: 
A — e | 


b) 3ax ; 2 
c) day ; Gay d) ax ; bx; abx 

e) 2x;3ab ; 5a?bx f 4 ¡6ab ; Bbxé 
gy; ax; by h) 6a%b ; Bab” ; 12abx 


a) É ; 2xy 


i) 162 ; 48x y ; 80x'y” 1) 55xy" S 5 51 1a bx'y 
k) 5xb*; 2ax; 7ab” 1) 102%b* ; 20abx ; 602 bx” 
m) 15xy ; 25x'b > 35y n) 12abx; 18a*y ; Bbéx 


0) 16 yZ : Bxy z* ; 24 Yz p) 36 y : 24x y : 28x'y" 


(4) Halla el mínimo común múltiplo (M.C.M) de los siguientes polinomios: 


a) 3x ; 3x” — 6bx 
c) 5b” ; Gax — 2bx 

e) 18% ;4dab-2a; 9alx 

ga +2a+1;a-1 :3a* + 3a 
9-4 ¡6x- 2 9-Ex+ Xx 

K) Xx +A O 2 43 2 
ma-8;a4-4;4+2a+4 

n) 3x (27 + a”) : 6x(9 - a); X(9- 3a + a”) 


b) 8ab ; 4ax + 12a 
d) 12ax; 2a +x; Bab” 
1) al; 3ax + 6x; 3a 
h) 4% — dy”; 6xX + 12xy + 6y” ; 12x + 12y 
202 21D Da 42 
Ya+2ab+b ¡a -2ab+b ¡a -—b 
DAY Y Y Y 


Halla el máximo común divisor(M.C.D.) y el Mínimo Común Múltiplo (M.C.M.) 
de los siguienes polinomios: 


a) P=4x'- y"; Q=(2% - y” 
b)A=(-1;B=X-4x-5;C=x'-1 
0) M=5x -10x;N=x"-4x;R=xXy-2xy;S=xX -x-2 


dA=X+ xy + y ¡Box —xy+xy y ¡C=x y" 
e) A= 12ax — Gay + 24bx — 12by; B=3a” + 24b”; C=9a” + 9ab — 18b” 
) A=X%- 10% +31x-30; B=x" -5xX — 4x + 20 


RESPUESTAS TALLER 29 
b) x 

f ax 
Doy 
n) 9xy 


2) (x+2) M b) (x-y) 
e) 2(x + 3) f) x(a +3) 
i) 2-x j) 5(x — 6) 


d) ab 
h) 5aób? 
l) 35ax 
p) 12 y 


d) (x-5) 
h) (+2) 


a) 2Xx y 


e) 30a bx 
i) 240xy 2 
m) 525bx y” 


a) 3X (x-2b) 


d) 24ab"x(2a + x) 
9) 3a(a- 1)(a + 1) 
)) (a+bJ (aby 

m) (a — 8)(a + 2) 


43 


j) 55a bx y 
n) 72ab'xy 


b) Bab(x + 3) 

e) 182% (2b - 1) 

h) 12(X + y)2(x — y) 

K) (+ 2)06 — 1)(x + 3) 
n) 6x (3 - a)(27 + a”) 


d) abx 
h) 24a%b%x 
1 602 tb 
p) 504x "y" 


c) 10b*x(3a - b) 

) 3aáx(a + 2) 

1) 2x(3 +x1(3-x* 
) («—y0é + y) 


a) M.C.D. = (2% - y) 


M.C.M. = (2 + y(2x — y 
b) M.C.D. = (x + 1) 

M.C.M. = (x 4 1) (x — 1 (x — 5)0é + 1) 
c) M.C.D. = (x — 2) 

M.C.M. = 5xy(x — 2)(x + 2)(x + 1) 
d) M.C.D. = E y 

M.CM=x'-y* 


e) M.C.D. = 3(a + 2b) 
M.C.M. = 18(a + 2b)(a — b)(2x — yla? — 2ab + 4b”) 


1) M.C.D. =(x — 2) (x- 5) 
M.C.M. = (x — 2)(x — 5Kx — 3)(x + 2) 


ECapitalo ExpRESIONES 
| bh? y FALGEBRATCAS 
Y RACIONALES 


Uná expresión algebraica es racional, sí tiene la forma de una frac- * 
ción. Llámese fracción algebraica al cociente indicado de dos expre- 
siones Algebraicas, donde el denominador debe tener al menos una 
letra o variable. 


Ejemplos: 
eN y E 6x 


X+y+Z 


* El dividendo es el Numerador de la fracción y el divisor es el denominador. 
3.1 | CLASIFICACIÓN | 
3.1.1 FRACCIONES PROPIAS 
Cuando el numerador es de menor grado que el denominador. 


x+_ xy-3 _ x+6 4x2 


Ejemplos: ; 3 .=3 a 
xi Xy +1 x-2 x -—3x+1 


3.1.2 FRACCIONES IMPROPIAS 


Cuando el numerador es de mayor grado que el denominador. 
3 2 2 A 
Ejemplos: e. E E EE aa +x —8 
x —1 Xx +x-2 x x +3x-6 
3.1.3 FRACCIONES HOMOGÉNEAS 
Son aquellos que tienen igual denominador. 
A 5x 2 e E 2 
pz 2 ye y +2 


7 Panal Goscñns Ueguihci? 


3.1.4. Fracciones Equivalentes: 


Dos fracciones algebraicas son equivalentes cuando tienen el mismo valor 
numérico para los mismos valores otorgados a sus variables, a excepción de 
aquellos que hagan cero su denominador como por ejemplo: 


Son fracciones equivalentes para todo 
valor que tome "x" diferente de —1 y 2 


La variable "x" no puede tomar los valores de 
1 y 2 porque haría cero a los denominadores 
y la división de un número conocido entre cero no está definido o no existe. 


3.1.5 FRACCIONES COMPLEJAS O COMPUESTAS 


Cuando tiene como numerador y/o denominador otras fracciones algebraicas. 


Ejemplos: 


3.1.6 FRACCIONES IRREDUCTIBLES 
Son todas aquellas en que sus numeradores y denominadores son expresio- 
nes primas entre si, es decir,no tienen factor común. 

2 3 

x-2 Xx -7_x +1 


Ejemplos: : . 
dd x+3 x+4 x-1 


; etc, son fracciones irreductibles 


3.2 SIGNOS DE UNA FRACCIÓN * 


pr CUCA AMN 


Los signos de toda fracción son tres: el signo de la fracción; el signo del 
numerador y el signo del denominador. 


Ejemplo: | Signo de la fracción (+) —5x 
Signo del numerador (-) jo 9x 
Signo del denominador (+) 


3.2.1 CAMBIOS DE UNA FRACCIÓN 


Podemos anotar que: 


é indicar que el resultado es el 
mismo si se cambian dos de los 
tres signos de la fracción. 


b- 
Ejemplo 1: Dada la fracción: 2 


E 


Cambiamos de signo a los términos del numerador y al denominador; obte- 
niendo: 


A me 5 
Ejemplo 2: Dada la fracción: E 
=x 
Cambiamos de signo a la fracción a los términos del denominador, obte- 
niendo: 


>) y) 


SS 6 2) xy _ 
-2)-(-w) 


; : ; ; ANS 
Ejemplo 1: zw z(w) Ejemplo 2: > “0 ew) 


caso: | Cuando se cambia de signo a un número impar de factores, la 
fracción Sl cambia de signo. 


A A 
Ejemplo 1: $ Ejemplo 2: E E 


Ejemplo 3: E 5 ENEIE 


3.2.3 PRINCIPIOS ACERCA DE LAS FRACCIONES 


1. Al multiplicar el numerador de una fracción por un término cualquiera la frac- 
ción queda multiplicada por dicho término. 


Ejemplo: Sea la fracción: 


2Z:3x _ 6xz 
5y Sy 
2. Al dividir el numerador de una fracción por un término cualquiera , la fracción 
queda dividida entre dicho término. 
16 
3x 


Multiplico al numerador por "2z", obteniendo: 


Ejemplo: Sea la fracción: 


e A 


PR A 5 RIAS 


3.3 


16 4x dl axe 
3x 3x 


Al multiplicar el denominador de una fracción por un término cualquiera, la 
fracción queda dividida entre dicho término. 


Divide al numerador entre "4x", obteniendo: 


Ejemplo: Sea la fracción: —5 
5y 
4x 4x 


Multiplico al denominador por "3z", obteniendo: 5 = 5 
5y -3z 15yZ 


. Al dividir el denominador de una fracción entre un término cualquiera , la 


fracción queda multiplicada por dicho término. 


Ejemplo: Sea la fracción: BA 
8y 


6x  _ 6x 


3 


Divide al denominador entre "4y", obteniendo: ==> 
By :4y 2y 


. Al multipicar los dos términos de una fracción por un mismo número , tendre- 


mos como resultado otra fracción equivalente. 
Ejemplo: Sea la tracción: 2 
y 
Multiplico los dos términos de la fracción por "2x"; obteniendo: 


3x-2x y 6x 
5y-2x  10yx 


Al dividir los dos términos de una fracción entre un mismo término, tendremos 
como resultado otra fracción equivalente. 


Ejemplo: Sea la tracción: 1 


Divide los dos términos de la fracción entre "3x"; obteniendo: 


12xy:3x _ 4y 
15xz:3x  5z 


SIMPLIFICACIÓN DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS | 


pon NISSRA AEGA E 


Simplificar una fracción algebraica es transformarla en otra equivalente e 
irreductible. Para simplificar una fracción se sugiere lo siguiente: 


1) Factorizar el numerador y denominador de la fracción. 
2) Se elimina los factores comunes (se cancelan) 


ex — 9xé 


Ejemplo 1: —Simplificar: ———35— 


3ax 


Resolución: 
- Factorizamos el numerador. | 6x — 9 = 3x (2x - 3) 

Entonces: Ri 2 

2 ecuerda que: 
6 -9x _3x (2x-3)_2x-3 y 
3ax 3ax a AB 8 B 
ex Cc 

2-3 6x -9x 


es la fracción irreductible equivalente a X_ para todo valor 


a 3ax 


de "x" diferente a : y para rodo valor de "a" diferente de cero. 


3 
i) 2x-3%0 > x*> 


X +5x+6 


2 
XxX +x-2 


Ejemplo 2: —Simplificar: 
Resolución: 


- Factorizamos el numerador: x" +5x+6= (x + 2)(x + 3) 
- Factorizamos el denominador: xí + x-—2=(x + 2)(x - 1) 


2 

x+5x+6  (x+2)](x +3) 
Entonces: '->_ 5 ==> = 

x+x-2 (+2)x-1) (M3 


x+3 


> es la fracción irreductible equivalente a 
Xx —_ 


Para todo valor de "x" diferente a 1 y —-3 estos valores resultan de igualar al 


¿ a KO 
numerador y denominador de la fracción 


a cero, veamos: 


Ahora decimos que el valor de "x" es diferente a 1 y -3; porque si "x" toma 


O ES 
estos valores la fracción 


a 0 . 
seria de la forma > ; siendo esta una 


forma indeterminada que lo estudiaremos en el capítulo sobre límites. 


2 
E) 

Ejemplo 3: —Simplificar: E 

x —-x-6 


Resolución: 


- Factorizamos el numerador: Xx -9=x"-3%= (x + 3)(x — 3) 
- Factorizamos el denominador: Xx -x-6= (x — 3)Nx + 2) 


É-9 (a [+3) 
¿xo (ral | (+2) 


-8 
x -4 


Entonces: 


Ejemplo 4: —Simplificar: 
Resolución: 


- Factorizamos el numerador: x-8=x -2*= (x — 2Wé + 2x + 2%) 
- Factorizamos el denominador: x-4=x"-2%= (x + 2)(x — 2) 


8 La +2x+2 AÑ EAN 
5d (x+ 2(x-2y 42 


OAZR, ¿80 
a +b -c +2ab 
Ejem lo 5:  Simplificar: 
id E al +co-b?+2ac 


Entonces: 


Resolución: 


- Ordenamos términos tanto en el numerador como en el denominador, obte- 
niendo: 


2 2 2 
TT dis )-e e (a +by -c* 
al+a-b? +2ac (2% +200+0*)-b* (a+ 0)? -p? 


Por diferencia de cuadrados: |A? - B” = (A + B)(A - B) |; se tiene: 


a+oó-o + 2ab_[(a+b)+ell(a+b)-c]_ (a+b-+u)la+b-c) 
arco +2ac [(a+c)+bllla+c)-b]  [(a+0+05)][(a -b + c)] 


2 
b) x +6x+9 
x+3 
xo -7x+6 
x-6 
(x+5)* 
2 
x -25 


e) 


y) (1/4) a” (1/9) b* 


(1/2) a+(1/3) b 


3 2 
d) y -6y pol e) o a —3x 
y -y -2y o —9x Kax+1) 


c) 


Y 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? 


ax 
5a bx” 
6b y" 
-18b y x 
3ab* 
3a+6ab 


25a b" +30a b” 
102 b*x 


c) 


f 


1) 


!) 


o) 


c) 


1) 


y +7y+12 


y +4 


x” —-8x+15 


x-3 
x -1 


1 


ga” —25x" 


3a+5x 


125x" -64y" 


25x" -16y” 


3a” <6a+3 
21a? -63a+42 


30x" -18x-12 
16x” +4x-20 


CA mid 


E («+ aj? -(b+cy ' (x + 2) + (a + 1) 
(x+ a) +(b+c) (x+ 2) - (a +1 

y 2(a+ c) + b(c -—b) » 3ax + 3a%x - 6a7x* 
c(a + c) + b(a - b) a 


6(2x +2) : E +2 ES =- 4) 


12 -1) (ax+6)Pé -8) 
ab(x +Y de xy (a? +b* e É = E | 
dl ab(x -y - EZ di x — (m+ p)x+mp || —n? 


2 


E +2x+1) 


2 2 
+1) (4 +2x+1) 


TALLER (30) 


1 e 
—abx =— 
dE by 


9) Sab h) 9-2xéy" 


b(6a + 5b) 


1 
Y (82) | 1 


x+1 


+ x+1 
l) 3a-5b 


25x + 20xy + 16y* 
5x + 4y 


o) 


b+c 
 (x +2) 
a +2x+4) 


o) -1 


3.4 LÍMITES j 


Resolver un límite consiste en levantar una indeterminación utilizando opera- 
ciones convenientes de tal manera, que la expresión que se analiza tome un 
valor determinado. 


| Formas Indetermíinadas | Formas Determinadas 


a) 5” Indeterminada 


b) L= Indeterminada 


2) 


c) 0% - Indeterminada 


d) (ey? = Indeterminada 


e) «=-«-= Indeterminada 


ft) 1 = Indeterminada 


58% -4 
Ejemplo: Qué valor toma la expresión: E= Z ; cuando: x=2 


Resolución: 


Si reemplazamos x = 2, tendremos: E= E = o 


Luego: E = Indeterminado 


Por lo que si nos pidieran resolver: 


2 
lim Xx -4 ; debemos levantar la indeterminación que se produce 
22 X-2  alreemplazar: x=2 


lim x-4_ tim +2] _ lim  (x+2) 


x>2 x-2 x>2 x>2 


La simbología: | lim E-x 
x>n F 


Se lee: 
El límite de E cuando "x" tiende a E 


*"n” es igual a k. 


* De las cuatro formas indeterminadas sólo estudiaremos dos de ellas, 
los otros dos se estudiarán más adelante. 


En este caso se deberá tomar en cuenta que si una expresión toma la 


forma A para x = a, entonces; (x — a) deberá aparecer en el numerador y 


denominador de dicha expresión: 


a O 


2-16 
Ejemplo 1: Calcular: lim *—1% 
x>4 x-4 


Resolución: 


4 = (+ 4) 4) 


Factorizando el numerador, se tiene: É -16= 
Luego: 


2 
tim 2<-16_ tim (+4-4_ tim (x+4)=4+4=8 
x>4 x-4 x>4 L-4) x>4 


3 
Ejemplo 2: Calcular: lim *X +8 
x>-2 x+2 


y a 


EL WHatemática El _— Bm 
Resolución: 


Factorizando el numerador, se tiene: | C+8B= 42 = (a+ 20é — 2x + 4) | 


Luego: 


2 
3 Leza -2x+4) 
lim 2+8_ tim 


x>-2 x+2 x>-2 (x+2) 


liv: AEB 
x>2 x+2 


3 2 
Ejemplo 3: Calcular: lim E A el 
x>-2 x"+4x+4 
Resolución: 
Factorizando el numerador: 


+6 + 12x + 8= + 3 (2) + 3x(2)” + 2? = (x+ 2)? 


Factorizando el denominador: 


+ dx + 4 => + 2x(2) + (2) = (x + 2)" 


Luego: 

3 
fim O +12 +8 im 1x2) 
x>-2  x + 4x44 x>-2 (a+ 2y 

= lim (x+2)3-2+2=0 
x>-2 
3 2 
lim Co 
x>-2 Xx +4x+4 
6 
Ejemplo 4: Calcular: lim ARES 


x>3 xé 4+8x+15 
Resolución: 


Factorizando el numerador: |" +x-6= (x + 3)(x — 2) 
Factorizando el denominador: | »é + 8x + 15 = (x + 3)(x + 5) 


Luego: 


FSA 
lim É+x-6 _ tim  L+31-2) 
x>-3 dei x>-3 Lo+3](x + 5) 


_tim (4-2)_(3)-2_-5 
x>-3 (x+5) (S)+5 2 


im AO Ae 
3 +8Bx+r15 2 
Ejemplo 5: Calcular: lim il 
x>1 /x -1 


Resolución: 


Eee , Op » 
- Al sustituir la x por el número 1, resulta de la forma ás indeterminada. 


Veamos: 


- Para evitar esta indeterminada, racionalizamos el denorninador, así: 
tim SSA ima ARA (yx +1) 
xd Tx (Vx -1) (Vx +1) 
EA Wx +1) 


= lim Dd) lim ai + 


x>1 (A x>o1 LA 


tim (Vx +1) =/1+1=2 


x>1 


Calcular: lim x-1 
x= 1 Vx =1 
Resolución: 
lirn lia ps 
di Por artificio: 
2 
lim im; AE A O x=(vx) | 


x>1 


Por diferencia de cuadrados: 


dé (d+ A) 


tim X= _tim (Vx+1=41+1=2 
x>1 ENE 2 ) 


lim =2 
xo 1 Vx -1 
=i26 
Ejemplo 6: Calcular: lim Mi 


x>5 2 Je 


Resolución: 
- Al sustituir la x por el número 5, resulta: 


lim x-26 _5 225_25-25_ E — Indeterminada 


x>5 2=Jx-3 2-44 a 


- Para evitar esta indeterminada, racionalizamos el denominador, así: 


125 2- A (2 4=1) FE] 


ME (pé-25)[2+ Jx=1) 
x>5 o? -(/x=1) 
5 Pé -25)[2+ Jx=1) 


15) 


lim = lim 
x>5 2x1 x>5 4 -(x-1) 
2 
Xx -25)[2+ Jx=1 
= lim (é-25)J2+ 01) 
x>5 5-x 


im _É-25 mm Arba + /x-1) 
x>5 2- x-1 x>b5 1-5) 


im 25 tim (S+5(2+45-1) ) y (1 Loxa) 


x>5 2-—. x-—1 x>5 1 


Ejemplo 7: Calcular: tim yal 
Xx>1 Sh 3] 


Resolución: 
- Al sustituir la x por el número 1, resulta: 


lim A A — 2 _ indeterminada 
si Ue Yier 0 


- Para evitar esta indeterminada, se procede de la siguiente manera: 


Hacemos cambio de variable: 


Ui=a => x=a ; Como: [X=1) entonces YVi=a = [za] 


4 JN a-1fa?+a+1) 
lim A RE A A 


x> 1 xk 1 as1 a-1 as la 
Reemptazamos el valor de a = 1; obtenemos: 


lim _X-1 _ tim (2 +a+1)=(P +1+1)=3 
x>1 3-1 a>1 


X —1 


Ñ 3 
= lim a —-1 


31 asi aan 


Ejemplo 8: Calcular: lim Vx -3 


x>9 x-—9 
Resolución: 


- Al sustituir x por el número 9; resulta: 


lim  Y/x-3_Y9-3_3-3_0 
x>9 x-9 9-9 9-9 0 
- Para evitar esta indeterminada racionalizamos el numerador y luego simplifi- 


camos la fracción; veamos: 
2 2 
€ 3 ) 


tim A%-3_ tim LA (AG) im 
x>9 x-9 x>9 (x— 9)( Vx +3) x>9 (x— 9)(vx + 3) 


lim YX-3_ lim. (x-9 —_ tim 1 
x>9 x-9 x3S9 («9 Vx +3) x>9 Jx +3 


— lim y _ lim 1 
29 fax +3)  *>9 yx +3 


Ahora sustituimos el valor de x = 9 


lim YxX-3_ 1 _ 4 _1 AT 
x>9 x-9 yJ/9+3 3+3 6 “lxs39 x-9 6 
x+1-1 


Ejemplo 9: Calcular: lim 
x>0 x 


Resolución: 


- Al sustituir x por cero; resulta: 


O E e = - = indeterminados 


x>0 Xx 0 
- Para evitar esta indeterminada, racionalizamos el numerador, así: 
A (Yo 1-1)(4+1+ 1) ó (1-0 d mt 
x>0 x x>0 x(y/x+1+1) Ñ a di) 
lim SA 4171) o rr a e 
x>0 di x>0 x(y/x +1+1) x>0 (4x+1+1) 


Una vez simplificada la fracción; reemplazamos el valor de x = 0; así: 


lim 1 E 1 1 qa lim Yx+1+1 


Calcular: lim le + 151 


x>0 Xx 
Resolución: 


Hacemos cambio de variable o sea: 


yx+1=a > x+i=a 
; como: [x= 0); entonces JO +1 =a > [Iza] 


Luego: 
lim AX+1=1_ tim (70_ tm ED im 1 
x>0 x ast a-9 a>1(a+riMa—L as (a+1) 


En este caso, se debe proceder a dividir numerador y denominador porx? 
donde "a" es el mayor exponente que afecta a la variable "x" en dicha 
expresión: 


2 

Ejemplo 1: Calcular: lim a 

aso 2x +5x+8 

Resolución: 
- Al sustituir la x por "se", resulta: 
2 
50)" +3(00)+2  0o+0 co 
So A Indeterminado 
2(0)" +5(0)+8 *o+o+8B 0 


- Para evitar ésta indeterminada, habrá que dividir numerador y denominador 
entre x”; pues 2 es el mayor exponente que afecta a la variable "x" en la 
expresión dada: 


Luego: 5 +3x+2 5 3x2 
¡ 54H BMA 2 yy 2 ; eS 
, EA Mr. MM ¿E E 
EOS 2xó + 5x +8 EOS 2 +5x+8 AS PX, 8 
2 . 2 2 2 
Xx x 7 Xx 
sita 
— lim X_x_ ;Reemplazando X=ovo, 
x > 00 94 SEM. obtenemos: 
xXx ye 
3 2 
j a A N 
— lim (63) a co co Pero: —=0 
q ES + y e =- 


_limm 3+0+0_5 


x>0»» 2+0+0 2 


lim Sx+9x+2_5 
x> 2xX +5x+8 2 


$. ¿2 
Ejemplo 2: Calcular: lim 2X_+2X +5x+7 


S 357 
q. Ye +x +1 


eos : 3 
Dividiendo el numerador y denominador entre x”; obtenemos: 


Resolución: 


[ps sz] 
lim 


= lim 
X => 00 
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lim 2x0 +2x 45x+7 - 
Xx =>200 5 2 
VO +x +1 
lim 2 +2x 4+5x+7 .9 


E 
EL 


lim  2FOL0%0k HTM 
*. oso Me 
Recuerda que: 
TALLER DE 


EJERCICIOS N* 


Calcular los siguientes límites: 
a) lim  3X-12 _ 
x>4 x—4 
4 2 
li Mx =b - 
c) x>2 x=2 J d) 
e) lim 64-x" 
1 DEB 
"+8 
Sl lim. H*2 
x>-2 x+2 
2 
i lim X-X-6_ 
x= o-2 y al 
k) lim Dx 4 72 
xo 1/3 3x+1 


ió, 


8+4x a 
2+x 
9x-4 E 
3x-2 

2 
3x -2x _ 


b) lim 
x>o-—2 
lim 

Xx > 2/3 
lim 
x>0 


1) 


x” —Bx 

2 

x_+2x-3 _ 
x—-1 

xo -8x-10 _ 
x-5 
2 

2x +7x-4 

2x —-3x+1 


lim 
x>1 
lim 
x>5 
lim 
x> 1/2 


5 na E 


k) lim  yY4Xx+1-2_ l) tim Y2X=yYX+2_ 
x>3 x-3 x>2 x-2 


Calcular los siguientes límites: 


2 O 

a) lim AB AS E o tim EA 
x>0* Gx —6x+2 x>0o  3x —6x+2 

c) lim AC42Ó5 d) lim 3042 -X+6_ 
Ad? x+2-8x SS x —2XÉ +4x 

2 

e) lim 5430 -2_ [0 tim 13% -8x+5 _ 

Al A A 2 -6x+3 


3) 6 4 
9) tim VC-2X +3x-1_ [hm tim 4é-6x+5_ 


pi DÓ-4x 46 x>0o 3 -4x+2 


Us 1 
iD tim XA =35X +X-6_ 
E 


ici y "48 


lim PÓ-25x+36 _ p lim _3Ó+3x-6__ 
x>4 x Td 8 


3 —17x +20 >2x 
2 12 
lim cl Led 
x>2 x>a 2 -ax—a? 
3 2 
lim 2 ) tim <—(8-2)x-2a_ 
x>0 x>oa  -(a-1)x-a 
2 2 
lim A h) lim (1+ ax) - (a+x) . 
x>4 xo1 1-x 
i) lim Xx 


x>0 IAE 


) tim yx+a+b-Jfa+b S 
| a 


aa Manuel Coveñas anguiche? 


CLAVE DE RESPUESTAS: GRUPO 32 


| 


b) 4 0) 16 d) 4 
1) 215 9) 12 h) 4 
7 lo 5/3 ) -9 


b) 243 c) 2 

ñ 6 g) 12 

) - 4/15 k) 1/4 

b) eo o) -112 | d) eo 
f) O 9) 0 h) 0 


b) - 3116 o) - 1/2 


y 2+2 
a+1 
) 3 


9) - 1/3 


4 sl 


2/b* -a 


3.5 REDUCCIÓN DE FRACCIONES A COMÚN DENOMINADOR | 
Para transformar varias fracciones en otras del mismo denominador, se halla 
el m.c.m. de todos los denominadores y se multiplican los dos términos de 
cada fracción por el cociente que resulta de dividir el m.c.m. por el denomina- 


dor respectivo. 


Ejemplo 1: Reduce al mínimo común denominador las fracciones: 
3.8. 9 
5x * 3xyY * 6xy 


2 
Resolución: 


- Primero se busca el m.c.m. de: 5x; 3xy ; ey 


5x — 3xy — 6xy | 2 

5x — 3xy — 3xy 3 

5x —- xy - Y 5 : 

E = MY xy x m.c.m. = 2-3-5-x-x-y-y = 
lo= y = xy Xx 

t= y- Yly 

ts 12 y |y 

1 1 


= 7% WHatemática temática E 325 
Donde: 


2 e 
1 ay): )=0y y 2-29. 19%, 


5x.6xy  30x y 


2.) soy”: 6) = 10xy b 2-21 2 


3xy 3xy-10xy  30x"y 


45 
2) [05D 
Mara 25 ay 


9 
Luego, las fracciones: A E 275 Son respectivamente equivalentes a: 
5x ' 3xy ' 6x Xy 


| 2 
18xy” . 80xy . 45 
30x y” : 30x y” p 30x y" 


Ejemplo 2: Reduce al mínimo común denominador las fracciónes: 
2. “Dre. nuda 
A 


Resolución: 


- Se busca el m.c.m. de: [x |; (+ 1)) pé-1 = (x + 1)(x— ” 
—= (x+1) — (a+ 1M(x-1) | x 


x 
1 - (x+1) — (x+ 1) 1) | (x+1) m.c.m. =[x(x + 1)(x— 1) 
1 
1 


> 1 x= 1) l= 1) 
le yo 1 


Donde: 


2 e 2Pé — 1) 

1) PER eno y EEN 20 
4 5: (x-1)  5x(x-1) 
2) xp DD]: (A+ 1))= SN (+ Dx(x= 1) xp 1) 
x+4 (x+4)x _ (+4) 

MA A E EE E 


Sl oa 
E E 


, Xx E 
Luego las fracciones E s ; son equivalentes a: 


20é 1) 5x(x-1)  x(x+4) 


xé - 1) ; xé -1 ) xD -1) 
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Ejemplo 3: Reduce al mínimo común denominador las fracciones: 
2x F 5x? 

2 A A 

Xx —4x43 x +x-12 

Resolución: 


- En primer lugar, factorizamos los denominadores: 


“ -4x43= (3) 1) * 4 x—12=(x+ 4)(x— 3) 


¿ 


2x A a 2x(x +4) 


-4x+3 |(x-3lx—)  [(— 3)tx- (Xx + 4) 


e A 


A 5x 7 E sx (x— 1) 
xa x—12 | (x— 3)(x + 4) 7 (— 3)(x — 1)(x + 4) 
á a, 
Ejemplo 4: Reduce al minimo común denominador las fracciones: 
ax. 2ax? » 2a? + xi 
a—x al -Pax+x o a — 
Resolución: 


- En primer lugar, factorizamos los denominadores: 


[: dé 2 lala) = (ae ] E a —-X =(a+xlla-x) 


- En segundo lugar, hallamos el m.c.m. de los denominadores: 


as xx la+rxhb 


A 


=L Matemática E 327, 


La ax (a- pa E ax (ax?) 


Luego: 
sl x) je (a-x) a ear 
Ae 2.2 
Za x aa _ 2ax (a+x) 
a -Zax+ xo Es ana 
a 
7 ¿e O > 
2a tx" f pax? _ (28 +x Mla-x) 


a —x ax (ara) 


A 


TALLER DE 
EJERCICIOS N2 


O) Reducir al común denominador las siguientes fracciones: 


2.2.3 A 
xy z 3X 4x" 2x 

cy 32, %b..6 d) 2. 2. 38 
2x 3x  9x 3xy xy 6 

e) = ; Sa ; ab 1 - ; = : 0 
2 y  3axy Tx tay  2ty 


(2 Reducir al común denominador las siguientes fracciones: 


Xx xy 3x" -2xy ab . 3ab 1 
a) —; CR b) e 2 
X+Y X-Y Xx —y | IX 3X Q=x 
OP NP 
" 2 e AA 242 3-3 6x6 
pa . bb. 5% A O 
e) 5 ¡—áÁ a ; ; 
(x+1)" EA 2x+2 | x —16 3x+12 áx-16 
pe 


(6) Completar el numerador de cada grupo de fracciones; sabiendo que en cada 
grupo las fracciones son homogéneas (el mismo denominador). 


12% y" a 


__ ax] 
a y(+2)(x-2) 
Sy _ 5y 
x+2  y(x+2MUx- 2) 
Bxy _ 8xy 
y(x-2)  y(x+2)(x-2) 


e A A 

x+2x-3  (x- 1(x- 2)(x + 3) 

2(x + 5) _ 2(x + 5) 

+ x-2  (x-1)(x-2)(x + 3) 
3(x-2) _3(x -2 ] 


(x + 2)(x + 3) A («— DA + 2)(x + 3) 


3x 3x 


¿xa (¿a+ 


(+2) 2) 
EA ((é ab 1) 


(Q+5)_ (+5 E] 
x-2 (Pé -4)bc+0) 


O) Reducir el común denominador las siguientes fracciones: 


] +1 
a E 
2 
x+2 x-3 . 5x 


Xx -25 x-10x+25 X+5 


A e air 


1329 


x+1 


Ñ? =é 


4 ] 5 


x” + 4x+3 : Xx -2x-3 á 4 2x +1 


e) 


x+2 ] x—-4 ó x-1 


Xx —-2x-3 X+DxXEG xi -=x-12 


1 


3.6 OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS 
3.6.1 SUMA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Sumar dos o más fracciones es hallar una nueva fracción; veamos los si- 
guientes casos: 


Suma de Fracciones Algebraicas con Iguales Denominadores 


Para sumar dos o más fracciones que tienen iguales denominadores, se su- 

man solamente sus numeradores, dejando el mismo denominador. 

, 2a 3b 
Ejemplo 1: Sumar: 2 + E oa 
Tx TX Tx 


Resolución: 
2a y E 3b_2a+y+3b 


7x Tx Tx 7X 


A A A 
IO PE x+3 x+3 x+3 


Resolución: 


3 5n 8m 3 + 5n + 8m 
ES + = —_—_—_—_—_— 


x+3 x+3 x+3 x+3 


| ye Caso: [Suma de Fracciones con Distintos Denominadores 


Para sumar dos o más fracciones con distintos denominadores, se proceae 
de la siguiente manera: 


19) Se simplifica cada fracción dada, si fuera posible 

29) Se halla el m.c.m. de los denominadores 

32) Se divide el m.c.m. hallado entre cada uno de los denominadores y el 
resultado se multiplica por el respectivo numerador 
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49) Se reducen los términos semejantes en el numerador y en el deno- 
minador 
5%) Se simplifica la fracción resultante, si fuera posible. 
CE 
Ejemplo 1: Sumar: ES + 4b + a _+b 
3x  6y 2xy 


Resolución: 
- Simplificamos en la segunda fracción, obteniendo: 


2a 4b aá+b" 2a 2b a+b” 
+ =— ++ 
3x 6y 2xy 3x 3y 2xy 


- Hallamos el m.c.m. de los denominadores: 


3x — 3y - 2xy [3 

x= y-2xy]2 

x= y- xy|x m.c.m. = 32xy =|6xy] 
l= y-= yy 

l- 1- 1 


Luego, dividimos 6xy entre cada denominador y el resultado se multiplica 
por el respectivo numerador, veamos: 


2 2 
2a do eb a o a _2a(2y) + 2b(2x) +(a* +b*)3 


2x 6y 2xy 3x 3y 2xy 6xy 


12 o 
Lar db, ED AA abx+3(a +0”) 
E 6y 2xy > 6xy 


x+3 3x-2 5 
+ e 
XxX xy xy+y  ?2X 


Ejemplo 2: Sumar: 


Resolución: 


- Factorizamos los dos primeros denominadores: 


* de 2 
X — xy = X(x — y) ; xy + y = y(x + y) 


- Hallamos el m.c.m. de los denominadores: 


Recuerda que: 
El m.c.m. es igual al producto de los 
factores primos comunes y no comu- 

nes con su mayor exponente. 


xy = xx y) 
qe 2 

ll) xy + y = y(x + y) 
íti) 2xy = 2xy 


Luego: 


x+3 3x-2 5 x+3 3x-2 5 
5 + dl = + to 
x—xy xy+y ?2XY x(x-y) y(x+y) 2xy 


(+ 3]2y(x +y)] +(3x 2) 2x(x- y)] +5[(x +y)lb— y)] 
2xy(x+y)x—y) 


Qe 3)[2xy +2y Je(ox ES + 2xy) + s(» - y) 
Sl 2xy(x + y)(x—y) 
y 2x y +2xy" +6xy + y +6x — Ex y 4 + 4xy +5x = 5y* 


2y (+ y)x—y) 


exe + + ay +10xy+ 2xy E y 


ES - y) 


Ejemplo 3: Suma A me 
iS 1ar: 
jp dE e ies 
Resolución: 
x+43 x-2 x+3 x-2 


+ + == 
x+1 12-94 (x+10) («+01 


Damos común denominador siendo este: |(x + 11(x— 1) 

143,42 + 3)(x — 1) + («- 2I(1) 

xt el 
d + 2x-3+x-2 de 


(x+ (1) 


h 2 1 
+ ————— 


Ejemplo 4: Sumar: M= 5 q 
x-5 x -—8x+15 x —5x+6 


Resolución: 


- Factorizando los denominadores, se tiene: 
AAA A A 
x-5  (x-3(x-5) (x- 3)(x- 2) 


- Hallamos el m.c.m. de los denominadores, siendo este: | ( — 5)(x — 3)Nx - 2) 


M 


mo Ha) 2)] + 2[(2)] + 1((x —5)] 
(2 5)(x— 3)(x — 2) 


(Pé -5x+6) + (2x4) + (1-5) 


12) 

É 208 RA) x+1 
(x-5)[x-3)[x-2)  (x-5I*=2)(x-2)  (x-5)(x-2) 
e 

MO 


3.6.2 RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS 


| Resta de Fracciones que tienen Iguales Denominadores 


Ad 

Sia E A - 1 
Para restar una fracción de otra y teniendo ambas iguales denominadores, se 
busca la diferencia entre sus numeradores, dejando el mismo denominador. 


3a 
De —> restar: —>7 


Ejemplo 1: 
q 4x 4x 


Ejemplo 2: De 2 tar sz 
: —>3 restar. —3 
5y" py” 


Resolución: Resolución: 
6z _ 4x-6z 


5y á 5y> 


El Signo Negativo Delante de una Fracción: Cuando delante de una ex- 
presión hay el signo (-), este signo afecta a todos los términos del numera- 
dor osea al efectuar la resta se cambian los signos en el numerador. 


Ejemplo: 2x5 233 ¿(AES)-(X-3) 2% -5-x+3 _x-2 
y+42 y+2 y+2 y+2 y +2 


Resta de Fracciones que tienen Distintos Denominadores 


Para restar una fracción de otra que tienen distintos denominadores, se pro- 
cede de la siguiente manera: 


19%) Se simplifica cada fracción dada, si fuera posible. 

2%) Se halla el m.c.m. de los denominadores 

39) Se divide el m.c.m. hallado entre cada uno de los denominadores y el 
resultado se multiplica por el respectivo numerador. 

49) Se reducen los términos semejantes en el numerador y en el deno- 
minador. 

5%) Se simplifica la fracción resultante, si fuera posible. 


Bx-3 2X -4x+2 
x+1 Xx 1 


Ejemplo 1: Efectuar la resta: 
Resolución: 


- Factorizamos el numerador y denominador de la segunda fracción: 


| Numerador: 2x —4x+2=2(é —2x+ 1) = 2(x — 1)(x- 1) | 
Denominador: x' — 1= (x+ 1)(x— 1) 


Donde: 


Bx-3 2x -4x+2 5x-3 2(x- Us 


x+1 1 — x+1  (x* DA 


Como se observará estas dos últimas fracciones son homogéneas 


Luego: 5x-3 3 e 5x-3-2(x-1)  5x-3-2x+2 
EN e y x +1 G x+1 


. 5x9 3 2 4x2 3 a 
MECA E ETT 


Nota: 


- En este ejercicio no se ha dado común ) denominador, cial id: Simp e 
ficar la segunda fracción a resultado una tracción ee il E 
. tido. ala ola osea ici” E : 


3x + 5 


2 


Ejemplo 2: Efectuar la resta: 3 
XX +4x+43 x -—2x-3 


Resolución: 


- Factorizamos los denominadores de las dos fracciones: 


* + 4x+3=(x + 1)(x + 3) z * É -2x- 3=(x + 1)(x- 3) 


Donde: 
ae o des +1) 3x MAN 
E +4x+3 x-2x-3 — (+ (+3) ox 3) 3) 
3x 4 


La 0644) (3) 


- Hallamos el m.c.m. de los denominadores, siendo este: 
EE ape ed tes P É 


3x 4(x+1) 
E +4x+3 x-2x-3 (x+1)(x+ 3)lx - 3) 


- Dividimos el m.c.m. hallado entre cada uno de los denominadores y el resul- 
tado se multiplica por el respectivo numerador. 


3x Ax +1) _ 3x(x-3) - 4x(x + 1)(x + 3) 
Xx +4x +43 é -2x-3 (x + 1(x + 3)(x — 3) 
ax - 9x4 é +4x+3) 
(+ 1) + 3)(x - 3) 


2 A 2 sl 
_ 8 XX M6 "12 
(e (A 3)(x — 3) 


3x a4(x+1) =xó —-25x-12 


+ 4x+3 2x3 (x+1)(x+ 3)(x — 3) 


3.6.3. SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Con frecuencia se presentan casos en los cuales hay las operaciones de 
suma y resta en un mismo ejercicio, en este caso se trata tan sólo de la 
reducción de sus términos. 


Si dichas fracciones tienen distintos denominadores se les reduce al común 
denominador y luego se efectuan las operaciones indicadas. 


2 4x5 


Ejemplo 1: Reducir. ———— - —3 + — 
3 6x  8x 
Resolución: 
e. e mL tatr 
3 a e 8 E 
3x ex 8x 3x 3x  8x 


Luego, hallamos el m.c.m. de los denominadores, siendo este: 


3 3 : 
3.8-x” = 24x' ; pues el m.c.m. es igual al producto de los fac- 
tores comunes y no comunes con su mayor 


exponente. 
A O A 
Entonces: Da? MN e Ax BL 
3 6x  8x 24 


* Ahora dividimos el m.c.m. hallado (24x”) entre cada uno de los denominado- 
res y el resultado se muttiplica por el respectivo numerador. 


pu? e(20* 2 x) - 4x(4x) + 3x (5) 


2a? - ma 
== ma” 3 
3x ex” 8x 24x 
_ 162 -8x —16x +15x" 168 9 
2 2 


ak 4x5, 168 9x0 
o A ES: 


Bi 6% 8X -.:24x 


x+3 x-2 4 
AS AE 
4-x 4-2x 4+2x 


Ejemplo 2: Reducir: E= 


Resolución: 


- Factorizamos los denominadores: 


* 4 = 2 -É=(2+x(2-x) 
* 4-2x=22-x)|;|* 4+2x=2(2 + x) 


qa 2 E, AN e MG 
4 4-2x 4+2x (2+xM(2-x) 2(2-x) 2(2+x) 


Be — MB a, PE, LS 
(2+x1(2-x) 220 2(2+x) 


3 1 4 
ae?" 2(2+x) 


AN 


To 2) = +(2 —x) || 


ZW 


Damos común denominador, siendo este: 


A 4. 2x+3)+1(2 + x)(2 -x) + 4(2 - x) 
“lod 2 220 2(2+x(2-x) 


(2x+0)+(22—-7)+(8-40) 2+0+0- +8-4x 
E Ñ 2/43) 


Ez 
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AS TALLER DE 


ea EJERCICIOS N? (33) 


(1) Efectuar las siguientes sumas: 


1 


a) 3,2 e b) 3ab 
x+4 x+4 x+4 2+x 2+x 
o) 3C Pl o A 6C d) x+1 yl x=1 E 3x+8 
5x+2y 5x+2y 5x+2y x-1 x-1 x-1 
ey 8, 2x+6 , 5x-3 y 2a%-b”, 8a-2b” A 5b” -12 
x+5 x+5 x+5 l 1+x 1+x 
O) Efectuar las siguientes sumas: 


6 
E y EA + > 
x-y x+y (1-2x) — (1+2x)  1-4x 
ex ua Zax+x sae, 5x +20" 


(a+x)  (a-x) a Y, ) á (a-x) amé 


A: , 10 (5x" -2x) 
3 (1+5x)  2-10x 1LDERE 


%] 3x +2xy+y" 4x -3xy +2y" A 2y" =8y* +4x 
— KK + A A o _———— 


x+y x-y EY 


2x+2) — 3(x+1) 5(2+x)  23x-1) 


2x-1 2x-1 x+1 x+1 


Es A -2 +6x 2x 1 
y 42x_3A ) l Sy. 

14+2x 1+2x | x —-y X4y 
e) 2x _ 5-x l 1 SH A 


x+1 yx? -1 x-1  x+1 


h) 2x+3y 2x-3y 


4x-12  6x-18 2x-3y 2x+3y 


x+a  2x-a a 3x+1 3x-1 


4x-8 2x+4 ] 3x-1 3x+1 


(5.) Efectuar las siguientes restas: 


x-2y xy + 3y" 5x+2  15x 
xy + 2xy + Yo 1 a 
2 2 2 
yz -2xy+y __ 3xy-3y d) 1 e: 
2 02 2 2 2 2 
Xx -y 2x + 4xy + 2y Xx -2x+1 x +2x+1 
x+2 x-3 2x+1 3x-2 
7 IET. A 
x +8x+15 x -2x-15 Xx —4x+3 x -—5x+4 


—— + —— 
10a 15a 


2x-3  2x+3 AX -9 


Xx -2x+ 1. Xx +2x+1 ¿2-3 


4 -8x+4 4x +8x+4 2 


x-3 A E 
3x-3 2x+2 x-1 


2x 5x-1 x+1 3x+2 x-3 x+2 
2 O a b) 7 * 
3-12 6xX"-12 4x"+8x x-1 x4+42 x-3 


- + + 
x+1 x-1 x+1 


1_,b-2a a á 

á E 

kb E o 
| 


í 1 ss 1 e 1 
ablar) (a+b)(b+c) (c+ a)(c + b) 


2x-y 12% -4xy-2y" F TX 
Sy 3x -3y" 3x + 3y 


9) 


es O Ms A 
xo +2x-3 (1-x)(x+2) (1-x)(x+2(x+3) x+2 


h) 
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5x +8 6x +11 102? +2b? - 12 
d) e) —— 1) ————= 

x-1 x+5 1+x 

113a 7 | 15a 13(x + 1) 
a. = by a aj 00) 
| MES KENEES aa 


13 
1+2x 


a) yo —- 2xy + 3y”) 


(x + y) (x— y) dd 


2 2 
8x” +ax+4a 


_MÓ +8ax —3ax+ 287 
(a + x)(a — x) 


: (a+ xa =x) 


— 


d) 


2 75x — 35x + 4) 


a(1 0s 25x) 


DO + a - 8xy” =- 2xy - 3y + 3y 
e 3 "7 


f) 


10(1-2x) 


c 
) 1+2x 


3 + 3ax + 10x - 2a 


a -4) 


2x-—5y 
2(x + y) 


 +4x-10 


(x— D(x— 3)(x - 4) 


' TÉ —100x + 71 


y 84 


ax + 3x-19 


e» -1) 


x-3 
Q a 12x(x-2) 


y 


DM +15 —-35x-7 
(x— 1)(2 + 2)(x — 3) 


c) +1 


2c 


y. y (a + b)(b + c)(a + c) 


3.6.4 PRODUCTOS DE FRACCIONES ALGEBRAICAS 


Se procede como sigue: 


19%) Se factorizan los numeradores y denominadores de las fracciones que 
se van a multiplicar. 

29%) Se suprimen (cancelan) los factores comunes en el numerador y deno- 
minador. 

3%) Se multiplican todos los factores que quedan en los numeradores, el 
resultado es el numerador del producto y de igual forma se multiplican 
todos los factores que queden en los denominadores, el resultado es el 
denominador del producto. 


É -9 XX +3x+2 


Ejemplo 1: Efectuar: E a 
x —-x-6 x -1 


Resolución: 


| * Factorizando los numeradores y denominadores de cada fracción se obtiene: 
 -9 4 3x4 2 (+ 3)(x—3) (x+ 1)(x +2) 
a =6 el (x-3(x+2) (x+1(x- 1) 


* Cancelando los factores comunes tanto en el numerador y denominador se 
obtiene: 


9 x+3x+2 [x+3 
 -x=6 ei x-1 


2 2 2 
Ejemplo 2: Efectuar: E AA EN E 
x +3x-10 x -3x-4 x -—1 


Resolución: 


* Factorizando los numeradores y denominadores de cada fracción se obtiene: 


E =x-12 e -3x+2 É pa (a + 3) Lat ) PS) 5) 


Xx POR 10 6-4 dé 1 als A=4YQ+1) (x+ AT 


* Cancelando los factores comunes tanto en el numerador y denominador se 
obtiene: 
2 2 2 

X-9 xXx +3x+2 x -25_ (x+3)(x- 5) 


cb xs 1 (+ M(x+1) 

* Efectuamos los productos indicados tanto en el numerador como denomina- 
dor, obtenemos: 

—x—12 Xx +3x+2 xo 25 (x+3)x- 5) _ 


E Ha=10 e -=B=A 2 (x+ (+ 1) 


2 3 2 
x -81 x+11 5x 2x-12 
Ejemplo 3: Efectuar: E _.> <A ÁÓÉÓÉSÓÉ 
2x +10x xXx -36 2x+22 2x+18 


Resolución: 


* Factorizando los numeradores y denominadores de cada fracción se obtiene: 


deaie-0) 9) Te ir 2) 


2xfQ  (x+6)](x6L 24 2(x +8] 


* Cancelando los factores comunes tanto en el numerador y denominador se 
obtiene: 
(x—9)-x 
2-(x+6)-2 
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* Se efectuan los productos indicados tanto en el numerador como denomina- 


dor, obteniendo: 
2 
Xx —9x 


3.6.5 COCIENTES DE DOS FRACCIONES ALGEBRAICAS 


El cociente de dos fracciones algebraicas se obtiene multiplicando la fracción 
dividiendo por el inverso Multiplicativo de la fracción divisor. 


, + 7x +12 + 4x4 3 
Ejemplo 1: Efectuar: —5———— 1 == 


Xx +x-2 A 
Resolución: —— 
Inverso multiplicativo 
É +7x+ 12 , e  +7x +12 h x= -k 
2 + x—2 + 4x4 3 


*  Factorizando los numeradores y denominadores de cada fracción, se obtiene: 


ATAR AZ 4 43 _- PA + 4) (x- 3) 42] 


Fes ra e AE) (x + SL 


* Cancelando los factores comunes, tanto en el numerador como denomina- 
dor, se obtiene: 


4 7x4 12 ] + 4x+3 — (x+4)(x — 3) 

+=? x= =6 (x — MX + 1) 

* Efectuamos los productos indicados tanto en el numerador como denomina- 
dor, obtenemos 


 4+7x 412 , + 4x +3 E 


2 > ED! 
xXx +x-2 x —x-6 


Ejemplo 2: Efectuar: ES 1), as 


3 


Resolución: 
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* Damos común denominador a las fracciones que estan entre paréntesis. 


6 


(MA) Ñ 


Ejemplo 3: Efectuar. Q= 


% Xx 
Resolución: x+1 


* Para este ejercicio se empieza a operar de abajo hacia arriba 


A: 1 Recuerda que: 


3 
Ejemplo 4: Efectuar M= ( > 5) (+ = z) 


Resolución: 


3 
1 1 a , - s 
M= E = 5) (+ - 3) ; damos común denominador a las fracciones 
x x  X que estan entre paréntesis 


[E 83) Recuerda que: 


2 2 
al = (x-— a) +xa+a) 


(Ra) E +xa+a ) PP... 
AS AAA dl > me +xara 
É (a) E 
x-1+ uo 
Ejemplo 5: Efectuar: P = _— 
x-2 + — 
Resolución: x-6 


La expresión dada, se puede escribir así: 
E al ie r 
P= APA ; Aplicamos: La 
x-2 3 la 
—— + ——_ 
1 x- 


xD Ema] 


Obteniendo: P = => ; Aplicamos: 


(x-2Xx- E pa e! 


ES -7x+6)+6 2 
e A PA 2 TEHA; factorizamos el numerador y el 
y -8x+12)+3 x* -8x+15 denominador: 


P = 


LO y pe) | 
35) | 05) 


- TALLER DE 
EJERCICIOS N2 


xi y? 
x—y 8ax 
2 
y E. se+1 
5x-10 a -1 


Ba+5 2a* -2 5 4a* +4a e 
2a +4a+2 10(a -1) x-2xy+y?  8la+1) 


X +14 30 25 ps A a 
xi +7x +10 x” +10x + 25 32 +8a+4 22 +a-3 


15x (+ + 6xy + ay) 


6a? + 12ab ] 


We 2 
5x" + 15xy 12a"(a + 2b) 


O) Multiplicar las siguientes fracciones algebraicas: 


ab 6-0 ar ab+bo 
16-x ab” 16+4x+x 


2 2 2.2 4 
e) a +ax+x ax -x 3x 
ao. al arx) 


a+b a-b 2b* (=>) 
$122 + 
2a-2b 2a+2b al-p? fi 2b 


3 


a — 38% + 3ab? —b? _3x+3y 
ex y ) (a -by 


2 2 
» e] Xx” + 2xy + y xy 
x+Y Xy 2xy + y 
5x —4x-1 2 + x-1 3 +8x+4 
5 +tix+2  6x-3 


Dividir las siguientes fracciones algebraicas: 


22 +79+5 22 +32-5 
a +3a+2 4a -4 


2ab 2ab* 2ab 
d) + ES 
a+b a-b df H2ab+b 


2a+2 a a+3 a-2 
f a E Ed 
4 5 3 2 


+ 10x +16 x +9x+8 


x” + 9x +20 4 6x+5 


36-al 36+12a+a 
a —-7a+12 al -5a+6 


1 ) 2x 
14)" l1-2x+x 
x +1 z) 

¿ +— 

ia 


i a+2a+1 . a+1 al+3a+2 
2 ñ aa (a- 14 


j) 4+Bx+A BR 12 (3x+2 
2x+1 ! (2x3 -1 MN 2x—+ 


E 2 EN a+1 
2a+3 ||6a+9 
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(5) Efectuar las operaciones y reducirlas a su mínima expresión: 


0) 1- 
pl 
Xx 
x a 
ES 
y <a _x+a 
Xx a 


e + 3XÉ y + 3xy" +y 
3 3 
ES 
2 
(x + y) 
xy ty 


h) 


ax+a_ a+1 
l ax+1  ax+1 
) a+1  ax+a 


ax+1  ax+1 


+1 
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mn e 1) 


xó + x-30 


x” +7x +10 


x+2 
x+4 


BD. 2 2.,3 
a +ab+ab +b 


a-b 


2x+3 
3x+2 


4 4x4 1 
5x +1 


a) + 4x+4 


d) -xy 


ab+2a-b 
(e) 2 
it+a 


al -Ba+12 
al +2a-24 


1-x 


1+x 


A5XÉ — 33x + 6 


x-1 


c) 


Y 


¡) 


e] 


paz 
a 


4a+4 
a+2 


21a+15 
60 -— 5a 


a +3a+2 
al -2a+1 


3 2 2 3 
) a -ax+ax —X 


1 


) 3-3a 


1) 


!) 


x +a 


3abc — (ab + bc + ac) 
ab + bc + ac 


ax 
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EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
. SIMPLIFICACIÓN DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


2 2 2 
Ejerciciof[): Después de simplificar: E pi ; resulta: 
xy Xy —X 


A) x/ y B) y/x c)O D) 1 ENÓN 


Ejercicio Ó: Señalar el resultado de efectuar: 


IA 
(+3 1) x +3 Xx+1 
A) 1 B)x-1 CjO a) Ex +2 
xX-— 
Ejercicio (): Samos Y, a, Ml 
E a(a—b) b(b-a) 
A) 1 B)x-a  Cjy-a  D)x-b E) y -b 
me. 
ese , ae Ml x+1 
Ejercicio Ó: Reducir: M = E TEN 
x+1 
AJO B) 1 C)x D) -x E)x+1 
2 2 
Ejercicio Ó: Simplificar: T = Geey" Bea]. 
xo -1 


AÉ-1  B-É  CJY-1.  Di-Y  EJÉ 
Ejercicio GH: Al reducir: 


1 2 2 
A PAS ODUENE: 
Xx -3+2x 1- 3x" +2x 3x. +10x+3 


Ay 1 B)x (10) D)x-1 E) x +1 


(y) Oy)" 
Ejercicio H: Simplificar: k = A A 
8x y+8xy 


AJO B) 1 C)x D) y E) xy 
Ejercicio Ó: Si se tiene el triángulo rectángulo: 
e 2? 22 
b Entonces: E = 2-2. - E 
a a b 
B A Se reduce a: 
c 

A)E=a-b B)E=a+b C)E=b*- al 
D)E=a*+b* E) ab 


2 3 
(a? +?) -(a* +0?) 


Ejercicio Ó: Reducir: R= 3 0 
(a+b) -4 (a +b 


2 2 
A) ab(a? + b*) B) 2 +0" q AB+b) 
2 
ab a +b 
a +b” 
D)ab” e L£2 
a +b 
Ejercicio : Señale el numerador resultante al efectuar y reducir a su mínima 
expresión: 


xo +5x+6 dá xo +x-6 
2x" +6x +4x 2x" -6x* +4x 


A)x(x+1) B)x(x+2) C)x(x+3)  D)x(x+4) E) x(x+ 5) 


Clave de Respuestas 


1.A 2D 3.A 4.B 5D 6.C 7.B 8.B 9.D 10.C 


AA A nen ¡AAA AAA AAA AAN LACAN 


3.6.6 RADICACIÓN ALGEBRAICA 


Así como la potencia es el producto de varios factores iguales, de igual mane- 
ra la radicación tiene por objeto encontrar los factores conociendo su produc- 
to, de aquí la potencia y la radicación son dos operaciones correspondientes 
entre si, osea: 


(3) = (3x)(3x) = 9xé y Vox? = V(8x)* = 3x 


El cuadrado de 3x es igual a 9X; (3x . 3x = 9x) y la raíz cuadrada de 9X es 


igual a 3x; ( 9x = 3x). 


rre A A 
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Así mismo el cubo de 5z es igual a 1252 y la raíz cúbica de 125z es igual a 
5z y así análogamente. 


Sabemos que la raíz n-ésima de x; denotado por "/x es el número 
| *r" si se cumple que: 1” = x 


(xr > ”=x| 


Se dice que: 


"ix : Es el radical, x: cantidad subradical o radicando 


n : Es el índice; r: es la raíz 


* Radical es la raíz indicada de un número 

* Signo radical es el símbolo mediante el cual se indica la operación: 

* Radicando o cantidad subradical es el número cuya raíz se quiere 
hallar 

* Indice de la raíz es igual al exponente a que hay que elevar la raíz 
para obtener el radicando. 


RADICAL es la raíz indicada de un número en general de una expre- 
sión algebraica como por ejemplo: 


Ls: ez: 4) 


CA 


eN UT O e 


* En la expresión: 'Yx 
es la raíz cuadrada, y se acos- on 2 
tumbra a omitir el índice o| Asf: yx = "436 = 36 
es la raíz cúbica o| Así: Yx = 27 


es la raíz cuarta y así suce- 
> 4 
sivamente. O | Así: Vx = Y16 


3.6.6.1. Clasificación de los Radicales: 
[1] Considerando la naturaleza de los radicales éstos pueden ser: 
a) Racionales: Son aquellos, de cuyos subradicales se extraen raíces 
exactas. 
. E | 3 
Por ejemplo; son racionales: Dx =3x : 8xX =2x 


b) Irracionales: Son aquellos de cuyos subradicales no se extraen raí- 
ces exactas. 


For ejemplo. Son irracionales: f7ab ; 3 9x 
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c) Reales: Son aquellos cuyos subradicales son positivos y cuyos Índices 
son números pares. 


4 
Por ejemplo, son reales: 433 : Via 


d) Imaginarios: Son aquellos cuyos índices son números pares y cuyos 
subradicales son negativos. 


s . A | 2 El 4 
Por ejemplo, son imaginarios: yY-4x” ; v-9x 
[u.] Con respecto a su especie los radicales pueden ser: 
a) Homogeneos: Son aquellos radicales que tienen el mismo índice. 


Por ejemplo, son homogéneos: 
1) 3vY5x y 7/8z ii) 9a/x?y y 2bUz 
b) Heterogéneas: Son dos o más radicales con distintos índices. 


Por ejemplo, son heterogéneos: 3xW[8a ; 52 V2% ] $/2y 


c) Semejantes: Son dos o más radicales que tienen iguales índices y la 
misma parte subradical; sólo se diferencian por los coeficientes. 


Por ejemplo, son semejentes: 


Parte subradical: 2x 
1) 3abY2x ; -5mY2x : 2pV2x (> j Indices: 3 
Coeficientes: 3ab ; —5m ; 2p 


Parte subradical: ab? 
1 
2) XV4b” ; 2xv4b" ; ES > | Indices: 2 
Coeficientes: x; 2x; 32 
3.6.6.2. Propiedades de los radicales: 


12) No cambia de valor el radical al multiplicar el exponente o exponentes del 
subradical y el índice del radical por una misma cantidad. 


3/ 32f 42 6 
Ejemplos: a) e PA Pa 
25 10 
b) /Z= ge [25 
5 54[ 34 20 
6) E a E [12 


22) No cambia de valor el radical al dividir el exponente o exponentes del subradical 
y el índice del radical por una misma cantidad. 
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Ejemplos: a) q a ES 
b) A aa 


39) Cuando el exponente del subradical y el índice del radical son números primos 
entre sí, se dice que el radical ha quedado reducido a su mínima expresión. 
(Los exponentes de los subradicales deben ser menores que el índice) 


Ejemplos: a) E b) 5 57% c) E 5x y 
3.6.6.3. Signos de los Radicales: 
Con respecto a los signos en los radicales hay que tener presente que: 


Las raíces extraídas de cantidades positivas, siendo el índice impar son siem- 
pre positivas. 


Ejemplo: e 64% =+4x ; porque: 64X = (+41) 
y 32y'" =+2y*; porque: 32y'" = (+2y% || 


Las raices extraídas de cantidades negativas siendo el índice impar son siem- 
pre negativas. 


Ejemplo: E 8 =-2x ; porque: 8 = (ex? 
E a 2; porque: -32x" = (y 


Las raices extraídas de cantidades positivas siendo el índice par pueden ser 
o positivas o negativas. 


Ejemplo: vag =3+7X ; porque: 49% = (+7x A 
Donde: (7x(+7x) = 49X 
(77%) = 49 
4 
116 =+2x ; porque: 16x” = (=2x* 
Donde: (+2 H+2x H+2 +2) = 16 
CN LEA) = 16 


[ 1. ]Las raíces extraídas de cantidades negativas siendo el índice par son imagi- 
narias; quiere decir que no son ni positivas ni negativas. 


Ejemplos: a) y-4xÍ = Lat = Ja? 1 =2x/1=+2xi 
b) Vox" = fox“) =hox* -Ti=ax JA = a 


DS 


Números Imaginarios: 


Llamamos números imaginarios aquellos radicales, con subradicales ne- 
gativos e índices pares. 


Ejemplos a) J=1 b) Y=8 c) “10 
Unidad Imaginaria: 
La expresión algebraica MEN cuya aceptación se ha convenido por la letra 
(41 = ¡) la llamamos unidad imaginaria . 
Luego: 
7 =f4(=1) =44- JA =+2JA = +2i (Se lee +2 imaginario) 
/=100 = ./100(-1) = /100-/21= +10/=1 =+10i (Se lee +10 imaginario) 


3.6.6.4. Raiz de un Producto de un Cociente y de una Potencia: 


1. Raíz de un producto: La raíz de un producto es igual al producto de las 
raíces extraídas de sus factores: 


nelN y a;be R' 


Ejemplos: a) a AR Va? fx - == 


2. Raíz de un cociente: (División o fracción) la raíz de un cociente es igual al 
cociente de las raíces de sus términos. 


Donde: UVbz0 y ne IN; además: a;be R' 


Ejemplos: 


2 
e _v16x A 


a) a loz 2 3z 
b) al A. Sr2sa? ab 1? MA Ar ab” 
Ve? -X Me: TS 


e 2/h25atp? Vab? é sab” ab? 
2x Vx 2xUx 


3. Raíz de una potencia: Para extraer la raíz de una potencia se divide el 
exponente de los factores literales del subradical entre el índice 


4. UU mín + 
= Ya =a 


: 4 12,8 12/4 ys 3,2 
Ejemplos: —a) yx =>: =X y 


12223? - / 13 6/3 31,2 
o) Za ¿3 ¿3 p93 - Bab 


4. Raíz de un radical: Para hallar la raíz de un radical basta hallar la raíz del 
mismo radicando con un índice igual al producto de los índices. 


"fa = "ría Donde: n,me IN 


De esta expresión, se deduce otra propiedad: És Na = V "Ya 
Donde el orden de los índices no altera la igualdad 


Ejemplos: 


3 6, 12 32/6 12 6] 6 12 / 12/ 2 
E A RR 
b) 4/3 [24,9 43 [282 2 [209 AS ¿0 =añy? 
) [afa[2,0 E 235 30,60 _% a E 20 pa xy 


3.6.6.5. Exponente Fraccionario: 


Si al extraer una raíz cualquiera de una potencia indicada, el índice del radical 
y el exponente del subradical son números primos entre sí, al efectuar dicha 
radicación se obtiene una raíz con exponente fraccionario (expresión irracio- 
nal). 


3 4 
egos. adi y SA La) 


3.6.6.6. Transformación de Expresiones irracionales en Radicales: 


En una expresión irracional, siendo el, exponente una fracción cuyo numera- 
dor indica la potencia a que fue elevado el subradical, y el denominador la 
extracción de la raíz del mismo, entonces toda expresión irracional puede 
convertirse en un radical equivalente. 


Ejemplos: Extraer las raíces indicadas de los siguientes monomios: 


a) 64 ye =$ ge ] e e +8x y 


b) y 1 00zw* = SE 1027? wi? =+10zw" 
3 | 
c) 125x "bp? =+4+5x0/* pe =5x 


3/3 _6/3 
dy zo =- 


5.212 8/2 
a =H>—X 
2 y 3 xl 


f) 0,04x “y? = +0,2x? y? = +0,2x- y 


9) E 008x y ze 0 De 2. y 6/3 e 2 y Ze 


h) 


3 1,8 E 3 


* La descomposición del radical de un producto en producto de radicales: 


"JA-B = YA "VB | ; tiene estas interesantes aplicaciones 


[ul] Extraer Factores fuera del Signo Radical 


La igualdad anterior nos permite simplificar radicales cuando uno de los fac- 
tores tiene raíz enésima exacta, pues se puede sacar fuera del signo radical. 


a) i2x2y? = Ja 3.2 xy -y En o -3xy =Jax?y* -[3xy = 2xy- /3xy 
8 
b) Vea pr? = 3 sac a-b”.b.co = Vea*bc7ab = Veatb? -Vab 
= 22% y ab 
o) Vsoxób =/ 25-20 h00b= des 2 = 2 (2D [sx J2xb | 
d) Vosatb* =Va-3.a*-a.6*-b = Yeatp? -3ab = Vaa tb? -/3ab 
=/22%b/3ab 
e) í it ae al ts Var Aa 
] 8 | 8 ¡ 8 / 8 2 
1) y0,18xy* = (0,09-2-y* -X =/0,00y* -2x =(0,09y? -/2x =l0,3y /2x 


9) E x+27a% y = ua? (2x + 3y) = ud A (2x + 3y) ——— 


h) A A ale [ala] ¡[3(a— x) 


y [50 0? + 258%? = [258% (2ab + 1) = (258%? - fí2ab + 1) 

Sacamos factor común 254 b? <[+5ab./2ab +1] da 
j) ¡220% +120x + 188 = [20(1 XxX +6x +9) =,[2a(x + ay =J2a- Ll + ay 
k) y3a ? 300 +75 = [3 (+ - 108+25) = J3(a- 5y = la = 5y 

| Sacamos factor común 3 | factor común 3 = la > 5) 43 pe 


| ea 4 pasta » [sa [2-3] a Esa 
Y Yoani ox Pob(a-x) Yob? (3) bya=x 
m) le +2J[a” - 4) po je +2)[a* - 2) = (a + 2)(a +2)(a 2) 


E la +2) (a-2) = dla +27 -f(a-2) 
delas 


[pu] Introducción de Factores dentro del Signo Radical 


Para introducir un factor bajo un signo radical se escribe dicho factor elevado 
a la potencia de exponente igual al índice de la raíz y el resultado se multiplica 
por el radicando. 


Así: 


a) 3ab/Zax =[2ax(3ab)? = 20x(9a%b”) Ea 
po] lara IR 


RÁ 
c) (x + 4)Vab = yfab(x ay -pfan +8x + 16) | 
3 
a) Lab? /2x =3 2 ab”) =3 24 3") = a 
3 3 27 27 
y 
2,2 


e) 0,4xyV3a = /3a(0,4xy? = 3a(0,16xy*) =|y/0,48ax y 


— — IA 
3.6.6.8. Reducción de Radicales al común índice: 


Para reducir dos o más radicales al índice común se busca el M.C.M. de los 
índices, el cual M.C.M. es el índice común, luego se multiplica el exponente 
del subradical por el cociente que se obtiene de dividir el índice común entre 
el índice de cada radical. 


Ejemplo 1: Reducir a común indice: NE S y : 2 
Resolución: 


El M.C.M. de los índices 2; 3 y 5 es 30, veamos: 


2.3.5 = > M.C.M.(2; 3 y 5) = 


Luego, 30 se divide entre el índice propio de cada radical y el cociente se 
multiplica por el exponente del subradical osea: 


dé = 20 (ey 19 
a 7 


Luego: 


a; 


. 


E ye ; son respectivamente JE 


equivalentes a: 


Ejemplo 2: Reducir al índice común: 2a ; S13x ; “ab 


Resolución: 


2.2-3 = [12] |C> M.C.M.(2; 3 y 4) = [12] 


Luego, 12 se divide entre el indice propio de cada radical y el cociente se 
multiplica por el exponente del subradical o sea: 


(2a)- Ulea" = Yesa? 
AS 


Ejemplo 3: Reducir al índice común: 
Resolución: 


El M.C.M. de los índices 4; 5 y 10 es 20; veamos: 


- 5| 2) 225=[20] [> M.C.M.(4; 5 y 10) = [20] 


Luego, 20 se divide entre el índice propio de cada radical y el cociente se 
multiplica por el exponente del subradical o sea: 


¿sa - Ulrsy -Voaza? 


| Haz (20?) lie? 


EC Matematica Bl —— Y 
Luego: 2 A 243a p a Ñ V16b á : 64x": son respectivamente 
equivalentes a: 4/3a. E ob ; z ax 


E TALLERDE 
' EJERCICIOS N2 


d) Vi6x* 
e) 2avox* 9) 2/22 h) 5x ax 
b 
1 2a V1008? | 3abV125b? | k) (a+b) q27y* Y x gax" 
m)sxve2sx* [n) 4aV-64x* | 0) ey Vete"? p) -3a V1i8x* 


Ed) Indique los radicales irracionales en: 


a) 2a Van? b) 3x V42a?b 


Cc) 6a 4/125p* 


d) a Vox e) nm ¡oy n £ Veab* 
, a 
9) (a+b) V(a—b)” h(2x-) V+1* i) (a+3b) V8ab* 


j) (+ y +22) a-27x y? haa A aJexty?z* 
E) Indique qué radicales son reales y cuáles imaginarios: 

a) 3 Í-64x? b) /10x 0) /-8 

a) V8tab e) Sa V-258*b* y ax Vea*b* 

9) ax? h) 21-4a* y Yi6ab” 


D Yax*y” k) x (160? ) (a+b) ds 
m) 2ab Ya n) 5h” 4/-sty* o) (a+1) (x+y) 
P) (é —y) V2x+3 
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A o A a 


(4) Indique los radicales homogéneos en: 
a) ada? :eab;2xla—1P ;a mox; ad? ; 3ay sb? 
b) 5x/Za;2x Y6ab ; 3; 4a? Yax; Vox? ¡ay 

o) 3a/T0x ;b Jaxy;5 Ya? ¡ca Ja; V2x; (car? 
Indique los radicales semejantes en: 

a) 2x/3y ;-xy/y ; -2x,[3y ; -6x Y: (ay 
b) xV5a ; a V5b ;6x V5a ;0,2a V5b ; -x V5a 

c) (a+b) Ya? ¡ax a? ; (x + y Ya? ¡5ab Ya? 

d) 7a ty ;-9 dx ¡at fxy ;bUxz 

e) (x+2) (a +b) :(x-3)/2a +1: (a +b) :5yS/2a +1 


¿Qué número falta en cada[__]para que la expresión del segundo miembro 
sea equivalente a la del primer miembro. 


ES pde HE y YE YE 
a) “y? = => e) Vz” - «¡P y dé - E 
O 2/2 QA 
A O A O SS 


¿Qué número falta en cada L_Jpara que la expresión del segundo miembro 
sea equivalente a la del primer miembro. 


AED RO | RAP 

e ES O 2/3. A a A NE 
A A IE E y NAAA 
SS O O ES 


E 


— . q 
peli Matemática E 
(8) Halla la expresión equivalente a: 
12[ 36 24 
a) 8 y E 


9/.36 27 
x y = 


d) 
9) y8ixy* = 
y Hfatopo - 
m Visa? 
Pp) vasabóo” = 
s, Vazab? = 


(9) Halla la expresión 


5/3 -30 60 z 
y Y = y = 
E 5] | 3 5) 
j) y E k) 4 ad ss 1) Es] x 0407120 E 
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TALLER DE. 
ES EJERCICIOS N? 
Extraer las raíces de los siguientes monomios: 


a) V81a*b* b) 125x"y* c) 19x* y” d) 116x* 
2 4 5.4 4 
€) V(x+3) t Vy-1 y 42*b h) 10,25x 


j) ie, + 
1 6 10 

n -——X 

) A y 

a) V-o7x* e) ear” d) V-125x" 


e) py? f) yaex y" 9) Hoz” 
a 6 d 
i) Y0,008x j) Mayo k) Y64x" 


10 
n) Varexz" || 0) Y-243x "y 


) |0,09x* y* 


4 


4 13 
m) aX y 
9 


5 


b) 175x* y” Cc) V50x y” 

e) 4-e2x y t qJ2soy*2* 

¡192x" y? i) Alesox "y "7? 
) 3jaso "y"? 


h) 
k) 4192x yz" 


b) yi2x? +8x y 
e) yab*x+a “by 


A 


j) SWi6al - 24a7x 


m) Ws4a“p? - sap! 


kx) Y2zx” + 54x%a 


n) ¿Ltoab” - sb*xy 


- Bb? 


y Y64b'? + 128ab" 


0) 3 3ab* — 5xb” 
| 125% 


(5) En los siguientes ejercicios extraer factores fuera del signo radical. 


a) lar? + 30ax + 75a 
c) Liza? - 12ax + 3a 
e) 203? - 20ab + 5b* 


g) (é - 9)tx + 3) 


2 2 3 
, a Xx-—2ax +x 
i) NH 


2 
a 2ax+x 


k) (+ a) (x ay 


b) ¿182? +24a+8 
d) ¿[5aby? — 60aby + 180ab 


1) | 4a?y - 32ay + 64y 


h) (a 4 ae -a) 
a? -ab 


2 
a +2a +a 


279% 9 
a 
50ay” + 25y 


(6) En los siguientes ejercicios extraer factores fuera del signo radical. 


a) de + 14x + 49 
2 
c) 1 10x + 25x 


9) pe +11 +24x-— 36 


E 
) Y +12 -11x +2 


k) 0,25: + 0,8xy + 0,64y" 


b) ¡4a? +12a+9 


h) art y - 12xy + 9y + 16x” — 48x + 36 


2x+2 


j) da” + a + Ya 


y) a 20 te our? 
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RESPUESTAS TALLER (35 
Son radicales racionales: a; c; e; f; i; j; k; l; m; n; o 
Son radicales irracionales: b; d; f; h; i; 1 


Son radicales reales: b; d; f; g; i; j; o; p 
Son radicales imaginarios: a; c; e; h; k; l; m; n 


i) aa ; la? (Radicales Homogéneos) 

a)? iy Y8ab ; 3ay Vs? (Radicales Homogéneos) 
iii) 2x(a 14 : aVi0x (Radicales Homogéneos) 

i) 5x/2a ; /3 (Radicales Homogéneos) 

b) + ii) 2 cab : 8/5 (Radicales Homogéneos) 

iii) 427 Yax ; 5x2y (Radicales Homogéneos) 

i) 3aY10x ; 5 Von? - tleav? (Radicales Homogéneos) 

b/8xy ; 6aYa ; V/2x (Radicales Homogéneos) 


2x.[3y ; -2x.[3y ; day (Radicales Semejantes) 
—x ly ; —6x,/y (Radicales Semejantes) 

xV5a ; 6x/5a : x/5a (Radicales Semejantes) 
a“/5b ; 0,2a9/5b (Radicales Semejantes) 


(a + b) Y e (x + y) e a? (Radicales Semejantes) 


sz sa 
3x Va” ; 5ab al (Radicales Semejantes) 


Ya Py ; alIxy (Radicales Semejantes) 

9h xz" : pN xze (Radicales Semejantes) 

(a+ 2:YVa +b ; x Sa +b (Radicales Semejantes) 
(x — 3),[2a +1; 5y./[2a +1 (Radicales Semejantes) 


A o NN NS 


b) 2xy c) xy d) xy 


h) 162? 
) 2xy*/2y 
p) 3ab"c*./5ac 


5 ¡ES 
t xyz ez 


9) 9xy 
k) 6xy /2xy 
o) 20/3020? 
s) 2ab za 


4 3 
f xy 


CN 


n) 3x3] 3xy 


yz Vxz 


10a* 
76? 


ax y xy 

ab'Ya 

2ab*c? A aa? 
xy 


b) xy c) xy d) xy 
E] A 2 21 

Dx y 9) xXx y h) xy 

DY” K) xy ) yz 


O) a) +9ab c) +3X y 
e) Hx +3) + 9) +2b h) +0,5% 


i) +0,3xy? j Y* lr sy | +2aniéy?2? 


2.22 
m) +—x 
) 3 y 


ax y /3xy a c) 5xy” /2xy 

3xy 2xy f) 5yz Lay? ? 

8x*y /2xy 5 i) iy ay 2? 
7 y 2 Joy b alas 

X foy=1 0) Sy 

fre + 2x 1) 3x [5 -3xy 
5ab.Jab — 4x i) pa + 3y 

2232 -3x á y 4bó3/b+2a 
ab9/5a—b n) 0?3/F0ab-5xy | o) 7 ña 5x 


x 


(6) a) (x+5)/3a b) (3a + 2)/2 c) (2x- 1/32 


d) (y-6) Vsab 


9) (x+3) Vx-3 


D (2) ya (a-b) 
a+1 


a) x+7 
d) x (+2) 
4 
9) (x+6) Vx-1 


j a' (2 + 3a) 


a) (2a+x) /3x 


d) (3-2xy) Wx-y 


x+y 


j) 2x (y+1 xy +1) 


e) (2a-b) 5 f) (a-4) ay 
h) (2-a) V2+a li) (22) dx 


a+xX 


k) x?_a? » 3x x (3a-1) 
5y V2a+1 y 


b) 2a+3 


3 


e) *x+1 L 
4 


f —-a+ 2, 
3 5 


i) (3x-1) Ax+2 


h) (2x-3) /y+4 


k) 0,5x + 0,8y 


—TALLERDE 
EJERCICIOS N* (37) 


2x /3a c) 5ab y 2ab d) 2x y(x+y) 
alí2a—1) g) 6ab"ql(a+b) || h) A 3x 


8b 


y E 
2b Y3a 


(x+1) Vx+1 


a+b [a-b 
a-b Ya+b 
1 


2 2 
a —b 


4x 4l(a+bXa—b) 


(a+b) 


€ Reducir al indice común los siguientes radicales: 


/18ax 
dat +y 


4 
) 
¡268 ba +b) 
4 
7 9 


5 
xX 
1 
xX 


6 
h 3x(2a + xy 


(x—yX3 - 2xyYP 


369 


h) a+b ñ 4 (a + 3x) 


a-b 


"Al729al 


IN 
ES 
00 
— 
x 
lo) 
< 
na 
m 


20 1 
e) | 5 0 


Ne (+ 2yP 


o lacio 


a 
Pd 
19] 
x 
] 
— 
=> 


1 
E9QdqAEAAQAA AA AA AA, O TA «sq é_>p>>aT-fy--a->-—— E, LA A AA A rm, 
Ñ Ñ Ñ 
00 a 
IN) | <_Ix 
A B| 0) Ñ 


> f0r? Aa 
12 lo -yY 
16 
nsp (2a)* 
m) 1 12 hac py nsp np 
| NS (3x) 
nsp (ax) 


3.6.6.9. Simplificación de Radicales 


Simplificar un radical es reducirlo a su mínima expresión, dividiendo el índice 
del radical y los exponentes del subradical entre un mismo número (por me- 
dio de máximo común divisor (M.C.D.) de ellos. 


10 
Ejemplo 1: — Simplificar el radical: Vx." 


Resolución: 


El M.C.D. de 10 y 15 es 5 veamos: 


10 - 15|5 () M.C.D. (10 y 15) = [5] 


2= 3 


Luego, se divide entre [5] el indice del radical y el exponente del subradical 


osea: 
was 10:5f15:5 2f3 | [31 
Vx E = SE = 8 


Ejemplo 2: —Simplificar el radical: 2/12, 
Resolución: 
El M.C.D. de 9; 12 y 18 es 3; veamos: 
9 - 12 - 18 Ñ O) M.C.D. (9; 12 y 18) =[3] 
3-4- 6 


Luego, se divide entre ]el índice del radical y los exponentes de las varia- 
bles del subradical osea: 


E 
9 9:3/ 1273 167 s 
fp12, 28 - 23, 12:3,18:3 - y 


Ejemplo 3: —Simplificar el radical: de ab'?z* 


Resolución: 


El M.C.D. de 24; 8; 12 y 4, veamos: 


243 8-1 > 4 o) C> M.C.D. (24; 8; 12 y 4) = 2-2 =[4] 


114222 
8 -= is Mel 


Luego; se divide entre [4] el índice del radical y los exporientes de las varia- 
bles del subradical. 


A 2 8, 12_4 Eiza! 8:4,12:4 4:4 [6 
Osea: ab z = a b z =[1 


8 24 20 
Ejemplo 3: Simplificar el radical: 16 EE das 
z 
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Resolución: 
PE Recuerda que: 
La expresión dada; se puede escribir así: 4/22 61 3*| 4 


Ahora, hallamos el M.C.D. del índice (16); y de los exponentes de las canti- 
dades del subradical (4; 24; 20 y 32) 


16 - 4-24 - 20-32 |2 
M.C.D. (16; 4; 24; 20 y 32) = 2.2 = 
B- 2 = 12 - 10 - 16 ¿0 ( aa [4] 


4-1-6- 5- 8 
Luego; se divide entre 4 el índice del radical y los exponentes del subradical. 


4:4 24;4 20:4 
16:49 AY ps 
z 32:4 
yA 


TALLERDE 
EJERCICIOS N* (38) 


E 


Simplificar los siguientes radicales: 


A A AAA A e 
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3.7. RAÍZ CUADRADA DE POLINOMIOS | 


En la extracción de la raíz cuadrada de un polinomio se debe tener en cuenta 


los siguientes pasos: 


o y 


. Se completa y ordena respecto a una letra, se agrupan los términos de 2 en 


2 (período) comenzado de derecha a izquierda. 


. Se extrae la raíz cuadrada tan sólo del primer término del polinomio ordena- 


do, ta cual es el primer término de la raíz buscada. 


. Del polinomio se resta el cuadrado del primer término de la raíz 


hallada(cambio de signo en el sustraendo). 


. Se divide el primer término del polinomio que resulta de la resta entre el 


duplo del primer término de la raíz siendo su cociente el segundo término de 
la raíz buscada, el cual cociente se añade al primer término de la raíz y al 
duplo del mismo, haciéndolos multiplicar por el mismo, cuyo producto se 
resta de nuevo del polinomio anteriormente obtenido. 


Se duplican los dos términos encontrados de la raíz. 


De nuevo se divide el primer término del polinomio obtenido de la resta, 
entre el doble del primer término de la raíz, cuyo cociente es el tercer térmi- 
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| no de la raíz buscada; este cociente se añade a los dos términos de la raíz y al 


duplo de la raíz, luego se multiplica el trinomio así obtenido por el tercer térmi- 
no de la raíz y el producto de resta del polinomio anteriormente obtenido. 


| 
t 
17 Siguiendo así el mismo desarrollo se encontrarán los demás términos de la 
| raíz buscada de un polinomio dado. 


Ejemplo 1: Extraer la araíz cuadrada de: 9X' - 12% + 34 — 20x + 25 
Explicación: 


1. Se extrae la raíz cuadrada é- 12% 43 Ax -20x +25 59) 
del primer término: 
oí | 


4 
9x -6)) 12 + 34x" 


2. Se eleva al cuadrado la raíz 
hallada [(3x)= 9x”] y se le 
resta del polinomio radicando (cambia de signo), anulándose así el primer tér- 
mino y se bajan los dos térmminos siguientes: (-1 2 + 34x') 


3. A la altura de los dos 3 2 2 
Emme tpatds 2% -12x +34x” -20x +25 |3x Ml 
eS (6% — 2x)(-2x) 


A 2 
duplica la raíz 3x” osea: == 
3 2 
23%) =6%É 1 34x 


3 2 

4. Se divide el primer tér- +1 — Ax 
mino bajado entre el 30x? 
doble de la raíz osea: 


6% = 
5. Se añade el cociente así obtenido (-2x) al primer término de la raíz; obteniendo: 
DÉ — 2x ; luego se añade también al duplo de la raíz formando un binomio 
(6% — 2x), el cuál se multiplica por ese mismo término osea: (0% — 2x)(-2x) 


6. El producto de: ó Sé - 12 3 34x? 220x +25 la%- 9x +8) 
(6% —2x)(-2x) =-12x 
+ 4x ; se resta (cam- (6x— 2x-2%) 
bio de signo) del resto ( a 55) 
del polinomio, anulán- 
dose de nuevo el pri- 


mer término. 


7. Se bajan los dos térmi- 
nos siguientes a la al- 


E s 
37, Manuel Coueñas Haguicie E 
tura de la diferencia 30X” osea: 30X — 20x + 25 


8. A esa misma altura se duplica de nuevo los términos de la raíz obteniendo: 


2(3% — 2x) = 6X — 4x 


9. Se divide el primer término del nuevo resto entre el duplo del primer término de 


A 2 2 
la raíz osea: 30x :6x = 5 


10. Se añade el cociente así obtenido (5) a los dos términos de la raíz obteniendo 
(aé — 2x + 5) y también a los dos términos duplos de la raíz; formando un 
trinomio (6 — 4x + 5) el cual se multiplica por ese mismo término osea: 

(6 - 4x + 5)1(5) = 


11. El producto de (6x” — 4x + 5)(5) = 30Í — 20x + 25 ; se resta (cambio de signo) 
del polinomio, anulándose cada término. 


Luego: 3% — 2x + 5; es la raíz cuadrada del polinomio 


9x' - 12% + 34 —20x + 25 = (3x -2x +5) +0 
= (sé -2x+ 5)13x —2x + 5) 


9xX' — 12% + 34x” — 20x + 25 


Del ejemplo anterior: 


=90x-— 6x4 15x 
- 6%+ 4 -—10x 
+ 15% - 10x + 25 
= 9x' - 12x + 34x” — 20x + 25 
Ejemplo 2: Hallar la raíz cuadrada de: al -4ax+ 6% dad + x 


Resolución: 


2 4 
2-4 +68 Xx da +x 


dl (É- 20)2ax) = Ad + da 
Ad + baix? 


242% Z ae? (2a? — 4ax + xó) =24% da + 


SS 
ASES 
0 


2 2 , 4 3 2.2 3 Ea 
Luego:a — 2ax + x' es raíz cuadrada de: a —- 4ax+6a x — dax +x 


Ejemplo 3: Hallar la raíz cuadrada de: —X +2 


Resolución: 


qe 
ae | 


3 2 
x +, +x+1 
12 


Luego: E 


Ejemplo 4: Extraer la raíz cuadrada del siguiente polinomio: 
0,04x" + 0,12x" + 0,49x” + 0,6x + 1 


Resolución: 


Luego: 


Ejemplo 5: Hallar la raíz cuadrada de: 


2a+1 2a+2 2a+ 3 2a+4 
x +4x —2x =- 12x 


Resolución: 


Le 2a+1_7,28+2 ¿9 2a+3, 9 20+4 
+4x 


e?) nd 


a+1 


(2 + 2x 


a+r2 


RA 


MM 19: +3 


a+1 


(2 + 4x 


2a+2 


2a4+4 
= —6x 


+ 9x 


a TALLER DE 
EJERCICIOS N* ($9) 


4) Extraer la raíz cuadrada de los siguientes polinomios: 


a) 16x +24x +49 +30x +25  [b) Xx +8x +20x" + 16x + 4x% 
c) xy xy + 25x y + 8xy + 16 |[|d) 4X +12 +5x - 6x- 1 
e) Xx -6x - 30x + 19x" +25 


f) + 6x + 5x - 10x + 11X - 3x +2 


9) Xx -4x%-2% + 13x+8 h) 9x + 12x y + 34 y + 20xy + 25y" 


Extraer la raíz cuadrada de los siguientes polinomios: 


E LA 
45 6 

43 25.2 
A 
6 21 


A 


d) 0,25" + 0,7 + 2,49X + 2,8x + 4 
€) 0,04x" + 0,12 + 2,49” + 3,6x + 36 
) 140 +1, + x+ 14 2,65% 


28 28+ 1 2a+2 2a+3 28+4 
a a O A 


h) SA E TN 


E a +3x+5 => resto: 
E e + a + 2x resto: 


: 3x y +xy+4 resto: 


> 
> 

: 2 +3x-1 => resto: 
> 


E É —-3x+5 resto: 


E 4 DÉ 2x4 1 = resto: 
E Pe => resto: 


: 3 + 2xy + 5y => resto: 
resto: 
resto: 
resto: 

7 0,5% +0,7x+2 = resto: 

: 0,2x% +0,33x+6 = resto: 


E 1,2% +0,5x+1 => resto: 


1 2 
2-3 * "4 * > resto: 


a a+1 a+2 
: 3-4 +x > resto: 


3.8 OPERACIONES CON RADICALES | 
3.8.1 ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE RADICALES 


Si los radicales NO son semejantes la operación se deja inidicada. Ejemplos: 
a) Efectuar: 4Yx + 6x — 3Uz = Los radicales no son semejantes 


b) Efectuar: 7 A 5V2a + 24/3a = Losradicales no son semejantes 


* Silos radicales son semejantes se separa el radical como factor común de 
todos los términos . 


Ejemplos: 
a) Efectuar: 6Y2x - 8/2x + 9/2x = Yax(6 - 8+ 9) = V2x(7) =[75/2x | 
b) Efectuar: 4/3ab + 6/3ab — /3ab = /3ab(4 + 6-1) = /3ab(9) = 9/3ab 
c) Efectuar: 6V3z + a Y3z — 20 Y3z = /3z(6 + a — 2b) =|(6+a - 2b)V3z 


* Para sumar y restar varios radicales cuyos subradicales son diferentes 
se les transforma descomponiendolos en dos factores, de los cuales 
uno de ellos tenga raíz exacta, del que se extraerá la raíz para que el 
resultado pase a ser coeficiente del radical, el segundo factor se dejará 
indicado en el subradical o radicando. 


Ejemplo 1: Efectuar: /50x + /18x — /8x 


Resolución: 


Descomponemos cada una de las cantidades subradicales en dos factores 
de tal modo que uno de ellos tenga raíz exacta (cuadrado perfecto). Veamos: 


Y50x = /25-2x = Y 25 - /2x = 5/2x Recuerda que: 
fi8x Número cuadrado perfecto 
18x =Y9-2x = 9-2 = 342x 


es aquel que tiene raíz cua- 
J8x = Y4-2x = Y4-/2x = 2/2x drada exacta, osea es de la 


forma É. 


Luego: 


50x + /18x — V/8x =5V2x + 3/2x — 2/2x 
= J2x(5 + 3-2) =/2x(6)=[6/2x 


Ejemplo 2: Efectuar: 2 2H e +48 
Resolución: 


Descomponemos cada una de las cantidades subradicales en dos factores 
de tal modo que uno de ellos tenga la raíz exacta (cuadrado perfecto). 


227) =2/9.3.x2.x =2/9x? -3x = 2/9x? -/3x 
= 2-3x /3x =|6x/3x 
3/12 = 304-302 -x = 3/41? -3x = 30/ax? - J3x 
= 3.2x/8x =[6x/3x] 
das = 4/63 =dr6x? ax = tex? Jax | axJax] 
Luego: 
2d2n 31200 + (48,7 = 6x/3x —6x/3x + 4x /3x 
= id al ja 4x/3x 


Ejemplo 3: Efectuar: 5a slo. + 3a e -a Vizex* 
Resolución: 


Descomponemos cada una de las cantidades subradicales en dos factores 
de tal modo que uno de ellos tenga la raíz exacta (cubo perfecto). 


sao =52 V8-208x =50 Ve -2x =5a ex? -Y2x 
=5a-2x Y2x = 10ax/2x] 
32 V54x* = 32 V27.28x =30 V27 8 .2x =30 Y 27 -Y2x 
=38-3x/2x =[9ax /2x] 
SC. EA =a 64 -2x o TONE 2x= a-4xV2x 


Luego: 
3 3 3 
sis 3 ss? aire 1005 Y sn laa 4 la 


Recuerda que: = SYex( Oax + 9ax — 4ax) 


Número cubo perfecto es = S/2x(15ax) =|15ax/2x 


aquel que tiene raíz cúbica 
exacta, osea es de la forma 


É. 
Ejemplo 4: Efectuar: /9x +27 + ax +12 — /25x +75 
Resolución: 


/9x +27 = [Ax + 3) = /9 - [x + 3 [ais] 
J4x +12 = /4(x +3) = Ya -[x +3 [2x3] 
Y 25x +75 =./25(x + 3) = /25 -[x + 3 [5/3 | 


Luego: 


J9x +27 + .[4x +12 - [25x +75 =3 x+3+2/x+3-5,/x+3 
/9x +27 + [3x +12 — [25x +75 = [x +3(3+ 2-5) = ,[x + 3(0) =| Cero | 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? 


a) 12a15b +8a/5b —7a/5b b) 102%b Vox+32b Vex+ra o Vox 
c) 5da-24a +6V/a-3Wda+8Va [d) a? d7x-3a7 V7x + 1087 V7x-2a* V7x 
e) 6 xy +8 3/xy — xy +4 xy f xyV2a+b -5xyV2a+b +4xyV2a+b 


9) 2aby[x-y +ab[x-—y +6aby[x-y h) a y DP ye -2+78 Y -2 


i) 3x" fx +1+6x" x+1-4x" Jx+1 


y vaa - 30 Y/a + 122 3/a 


E) Efectuar: 
1 e 


a 12 
2ab de 2ab — 2ab b += mid 5y - —X 5 
a 2 A ns de Sy y 2 y 


c) IE? 3xy a 3xy + a” [3xy d) 27 Tay E Tay Le Tay 
3 9 5 9 3 
e) <aby10a -aby10a +Zaby/10a 1) Jay E al > [5% 


G) Efectuar: 
a) 3/12 2 75x% +48 b) alex *y* +30/18x7y* -5ay50x y 


o) 2xyVasab? - xy /125ab* + 5xyV80ab? 

a) 2Vi6x* +5 V128x* sax? 

e) 30/8100? -5a3/375at0? + 303/2401? 
1) sar 32 y? -2ax? EN 08xy* 
9) 3/25x +75 + 5,/16x +48 h) 3a3/8a -— 24b + a3/27a-81b 
iy 3ab9/343x + 686 - ab /125x + 250 
y 8x3/128x +192 + 4x7 3/288x + 432 


RESPUESTAS TALLER 40, 


(M) a) 13a/5b b) sab YV2x c) 14/a 


d) 6a? /7x e) 173 hy f) Cero 


a) Cero 14axy” J2xy 
d) 21xV2x -10ab Y3a 
9) 35.[x+3 9a“/a— 3b ¡) 16ab/x+2 
y 11mé J2x+3 


3.8.2 MULTIPLICACIÓN DE RADICALES 


Para multiplicar dos o más radicales se multiplican entre si sus coeficientes y 
luego los subradicales, conservando el mismo índice. Los radicales que han 
de multiplicarse deben ser homogéneos (con iguales índices). 


Ejemplos: Efectuar la multiplicación de los radicales: 
a) 24/a-54x =25v/a - Vx =10/a-x = [10//ax] 
b) 3aV6x -7aVz = 3a-7a/6x -/z = 210? /6x-z =[21a*/6xz 


c) V2a AE = 3 q Y2a he 5x= ¿bx 2a-5x = Sox 10ax 


1. Multiplicación de Radicales: 


Para multiplicar un polinomio por otro cuando tienen radicales, se multiplica el 
segundo polinomio por cada uno de los términos del primer polinomio, su- 
mando los productos parciales o reduciendo los términos semejantes, si los 
hay. 


Ejemplo 1: Efectuar. (sa/2x +ay3x la V5a —b/2a ) 
Resolución: 


(saV2x + aV3x)[aV5a - b/2a) =3aV2x(a/5a - b/2a) + 2/3x aV5a -by2a) 


Ejemplo 2: Efectuar: (ga +34/5a Ye E 5a) 


Resolución: 

(9a +3/5a)[2- J5a) = 9a(2- /5a) +3/58(2- /5a) 

18a - 9a/5a + 6/5a - 3/25a* 

18a — 9a/5a + 6/5a - 3/58) =|3a+(6 


! 


1! 


Ejemplo 3: Efectuar  (a/2b - a/3b)[2a/2b + 3a/3b) 
Resolución: 

(a/2b -a/3b)[2a/2b +3a/3b)=a/20(22/2b + 3a/3b)-a/3b(2a/2b +3a4/3b) 
=20? Var? +30? V60? -22? en? -30? (op? 
=2a*(2b)+3a “(6 b)-2a “(46 b)- 3a% (3b) 
=4a%b + 3/60 b-2/6a*-9a? = Wébatb-5a 


II. Multiplicación de Radicales Heterogeneos 


Para multiplicar dos o más radicales que no sean homogéneos, se les reduce 
al común índice por medio del M.C.M. de ellos y a continuación se efectúa la 
multiplicación indicada. 


Ejemplo 1: Efectuar: 32 /a? por 2xva? 
Resolución: 


Hallamos el M.C.M. de los índices 6 y 8 siendo este 24, veamos: 


C> M.C.M.(6 y 8) = 2-3 = 


Donde: dd . 2015 
TL 
AS 
ox Ya? 2x2 2x 
y 


Luego: saVa? E? ap o A E = |6ax- 
Ejemplo 2: Efectuar: 10x-/2ab -Y2x -a-V3abx 


Resolución: 


Hallamos el M.C.M. de los índices 2, 3 y 4 siendo este 12; veamos: 


> M.C.M.(2, 3 y 4) = 2”.3 = [12] 


Donde: 
od Le lteaby, =10x"Losatp? 
No 
Sox = lex) e. de 
a“/3abx = a“lísabx? = a ora 
Luego: 10x-/2ab 2x -a- V3abx = 10x l64a*p? Aix a ora? 


=10x “Josa" pé -16x" -27a Ay? rl 


TALLERDE 
EJERCICIOS N*2 


b) 3x1 3ab -2ax 4ab ) 2a18ax -5abV2ax 
a) 3 Vea” 5V2ab le) 5x Alox? y -8ax Ney ha d25a“p* b 4/52? y 
o) 2V3x-aVsax-3abV2a |m 5Y2x-3L20x 4102%0* (o az da? soxica” 120 


j) 10005 Lar -yal|k) 18 2 pas 
5 5 218 — 516 


e) Efectuar la multiplicación de: 


a) (2a+3x/2x)[3b-3x/2a)  |b) (Ya + /25)[/2a - 2/3b) 
c) (sa 5Xy + 2ablax? l 2a/xy - sad ] 
d) (2a/5x - 3x/2a + 1)[2a/2x - x/6a +3) 


e) (ab 3xy — ay6x - 5)(3a xy + 24x +9) 
1) ESES -x V2a ES 2 «sx za) 


(6) Efectuar la multiplicación de los radicales heterogéneos siguientes: 


a) Sex 3 2a b) 3 Y 42? -5x/2x 


2 
5/ | 
c) 4a 2atx -5xy, y d) 3% aób*x -5a y 


336222 Want Coeñas NaquiheS 
Sta E a t 0,2a./9xy 0,5: /8xy? 


ab*3/2ax-3abW6ax? -bx- bx? 


3 
8 sx sy Va? -£/16xy 


[ 0 a 

ES 2ab* <a a'b 2 ab 

0,6x/0xy? 02) ax y* 0,5 J2réy? 
4 s/ 

5ab” 6xz> -ab 162 -2 32x 7 


3 y lay 9 La yy 


RESPUESTAS TALLER 41 


av6 b) 12/3220 40a bx 


30a Vb e) 80axy /3 sab Yab*y 
3 
6/302bx 302/1002 y 102% ab 
302 3,2 E 
18a"bx — a “by, J= 
4 y 97 


Bab + 9bx/2x - 6ax/2a —18x* Jax 
ay2 + 2/ab — 24/3ab + 2b46 


36/5a*xy + 242 bx 3xy — 15a%x/5xy - 10/32*bx? 


4/10a7x - 12axx/ax - 2ax+/30ax +2aV2x + 6V/3ax? > 6aV5x 
=- x/6a - 9xv4/2a +3 


3a2xy 43 - 3a%x./6y + 2abx./3y - 152 xy — 2ax/6 + 9ab 3xy 
— 104/x - 9a/6x - 45 


E] 3 
15 ax 5 Vara 15 Vasa? + 52 y 5 Ya? 
—-3x Jay +5x/2ay + 9/2ay - 3 y 


a? 2 
— 4+2a +ab 
b 


2.2 2 2.9 
15a x E 10ax [2x , sa Xx +6 
y y 3 y 


Yioexda? b) 15x Y128a té 
200xy- Ba 2x3 d) 15ax* * Day 
sex [y f) 0,6axy e 
3 Ya 
sa | sox*y'2/125xy" 
lega p 0,062 47,2 
a0atb3tz* Le? » 108% (x yy 12 la _yP 


3.8.3 DIVISIÓN DE RADICALES 


Para dividir dos radicales, se dividen entre si sus coeficientes y sus subradicales. 
Los radicales de la división han de ser homogéneos. 


Ejemplos: — Efectuar las divisiones: 


a) 15/45: 5/15 153% 6 f5- [3/3] 


2 3) 
b) 3621608? :12x/158 = 26% v60a7 _ v60a” _ 36x ES A 
12x/15a 12x 
= 3x(2a) = [6ax] 


o A +7 tanel Co A Naquiche a 


a 


0) gap Y2ax* :-3p3/3x = 92b gab Y24x* _ 9ab 
oax -—3b 
= =-3a(2x) =|--6ax] 


a ¿dx pa - an al 2000 


e) 3 ex 1 O ae ax 3X_3 aptos 3 8x> 
Va 
=ax(2x) =[6x | 


* División de radicales Heterogéneos: 


Si los radicales que han de dividirse no fueran homogéneos, se les reduce al 
índice común por medio del M.C.M. de ellos y a continuación se efectúa la 


división indicada. 


3 
Ejemplo 1: Efectuar: 4V3x:2V3x 


Resolución: 
El M.C.M. de los índices 2 y 3 es 6; veamos: 


... ss) O MEMe2ya= 2-3 =[6] 


1 
1-1 


Donde: 
a or 27 
> 
6 
aYax? =2 (82 =2 Vox" 
x 
Luego: 


6 3 
3 Sl 
4/3x:2:V3x" = EE == = 
2daé 2v9x* 


EC Matemática Bl 2222 A 
Ejemplo 2 : Efectuar: 6x Va : 3x he 
2 


Resolución: 


M.C.M (3 y 4) 
El M.C.M. de los índices 3 y 4 es 12, veamos: ¡nus 


Donde: 6x Íax” = 6x 240) ax” = 6x las 


3 
dl 330 ? ES pte 
2 2 


1 28 A 
1.2 _ 6x ex Vasex pta La na ex 


Luego: 6x ax” :3x 2 
ae 6 dl 


E TALLER DE . 
EJERCICIOS N? (42) 


2.31 


Efectuar las divisiones de los radicales siguientes: 

a) 8Bab/24x : 2aV6x b) aliexty: a V2x 

c) -3ox/608% : 6x (156 a) absox y” : 2ab [5xy 

e) -4209* Vsaaib :7y 9/2 1) 6x y Y 375y" :3xy Y 3y* a 


9) gab” Vz29x"* :ap? “ox h) 12xy” E 32a'b” : 4x? y ¿a 4ab 


E Efectuar las divisiones de los radicales siguientes: 


al 213.5 a 
213 815 
9 (2:22 

a 6 a? 


€) Efectuar la división de los radicales heterogéneos siguientes: 


a) 27N25x :93/x b) 124 V16x7 :61V2xé 
5 
c) da" :16Y ab” d) ay? Uy 


e) 64/01 :16/3x* 1 mo 


9) A y? os xy h) ab U2ab? : — 7 ab 


RESPUESTAS TALLER 42 


b) 22% /y 
e) -18axy Le f) 10xy 


3 
Gaby” 3/2 
xi ve 


c) -10a 


15x Yx 


y U13 
y 


16% 


1597 
16 


3.8.4 POTENCIA DE UN RADICAL 


Para elevar un radical a una potencia dada se eleva a dicha potencia al 
coeficiente y al subradical del radical, conservando el mismo; índice. 


EC Matematica E] 


Ejemplos: — Desarrollar las siguientes alas de los radicales: 
a) (2x3? ] = ext da j - alas 
b) ES 5x y Y (Bl5x)] = 27 5 
c) (-207* 32% ] (201 (Va? ] = 64xéy'? lay 
= -l64x2y? 7292” 
d) (Esaño ex) E (Eaaób? id 7x) = 642 br 


=| 0400 (ase 


* Potencia de Polinomios Radicales 


Para elevar a una potencia dada un polinomio se sigue el desarrollo de los 
Productos Notables según los casos que se presenten. 


Ejemplos: — Desarrollar las siguientes potencias: 

a) (4/3x +5/2x) =(4/3x) +2(4/3x)[542x) + (5/2x) 
=4% (3x7 + 2(20/3x-2x) + e lioxye 
=16/0x? + 406? + 25/4x? 
= 16(3x) + 40x/6 + 25(2x) 

Recuerda que: 
(A+ BF =A 74 2AB + B”> 
b) (aYx 242) =(34x) -2(34x)[242) + (22) 

=P de 2 2(6/xz) +2 2J? 


Recuerda que: 
6 (A By =A +2AB +8" 


=|98x + 40x/6 


= 9x -—124Xz + 42. 


IRE sel Coveñas Naguicho? 
o (55) e qa fea) (e 
de 3 Ade ada) + als) 2 a?) fa 
125 1é - a(25x)[2/a) + 3(54x (aa) - ala? 
[tri] 


Recuerda que: 


(A- BJ =4% - 34%B + 3AB? - B? 
3.8.5 RAÍZ DE UN RADICAL 


Para extraer la ráiz de un radical se extrae dicha ráiz del coeficiente y del 
subradical, dejando el mismo índice. 


Ejemplo 1: Extraer la ráiz cuadrada de gx k 16a? 


Resolución: 


Se extrae la ráiz cuadrada del coeficiente 9x y de subradical 162% 


Osea: Jo? Y 162? = Vox? ica? = 


Ejemplo 2: Extraer la ráiz cúbica de 8a? d6a rx? 


Resolución: 
Si ga? d64xé = lea? leax* 22 dar | 


Ejemplo 3: Extraer la ráiz cuarta de Bla? de 
Resolución: 
eras 352 Ara? 2 - Hato? 3 LY = [30] 
3.8.6 RACIONALIZACIÓN DE FRACCIONES 


Llamese fraccion irracional aquella que tiene en el denominador uno o mas 
radicales. Racionalizar una fracción es transformarla en otra equivalente, eli- 
minando los radicales del denominador. 


* Factor Racionalizante (F.R) 


Es otra expresión irracional que multiplicada por el numerador y denominador 
de una fracción, permite que uno de estos (en este caso denominador) se 


transforme en una expresión racional. 


Ejemplo: Dado: E 


Para racionalizar el denominador multiplicamos y dividimos por +/5, siendo 
este el factor racionalizante: 


UE 
Y5 5 
. Í Casos que se presentan: | 


A) Que el denominador tenga un sólo término: 


1) Si el denominador es una ráiz cuadrada, basta multiplicar los dos términos 
de la fracción por dicho denominador. 


Ejemplos: 
a) Racionalizar: de 
24x 
Resolución: 
3a _3a-Wx|_3aJx _3aWx _|3ayx 
2Yx 2Vx dx 24x-x ade Ñ 
b) Racionalizar: 3x Ya 
2a/3a 
Resolución: 
/3a t 
3x - ya _ (sx - Ya) | v3a _3xyY3a — Ya /3a dl 3x43a — Ja 3a 
2aV3a  2aY3a - lWH3a. 2a4/3a-3a vaVga? 
3x 4/3 - /a-3a 
2a-3a 


mo 


Cc) Racionalizar: 


Resolución: 


3-Jx (8-vx) A ax dé 3 dx—x 
q - 


5Yx 5Ax - 


Ed a en 


il) Cuando el denominador presenta radicales de cualquier índice con 
radicandos monomios. 


En estos casos el factor racionalizante estara expresado por otro radical de 
igual ínidice pero cuyo radicando, tendra los mismos factores, pero cuyos 
exponentes se determinan restando el índice de la ráiz con el exponente 
original de las letras o factores. 


4 


2 3 
x y 


Ejemplo 1: —Racionalizar el denominador de: d 
Resolución: 


» Hallamos el factor racionalizante de la siguiente manera: 


5 xy? 99 Ea. =5/,5-2/5-3 E 537 


. Luego, multiplicamos a los dos términos de la fracción por el factor 
racionalizante. 


Ejemplo 2: —Racionalizar el denominador de: TT 
añ yz 
Resolución: 


+ Hallamos el factor racionalizante de la siguiente manera: 


7 yz ilu 7 [7 des 277 -1 2 de [345,8 


» Luego, multiplicamos a los dos términos de la fracción por el factor 
racionalizante. 


6 
Ejemplo 3: —Racionalizar el denominador de: 5 
3 ly? £ E 
Resolución: 


En este caso se tendra que considerar dos factores racionalizantes: 


EC Matemática Bl 395) 


Uno Para 
IS ER 3) 6-19-2 2 Ly 
y otro para: a A A E ab? 


Luego, multiplicamos a los dos términos de la fracción por los dos factores 
racionalizantes hallados. 


6 a 


Lt. 


B) Si el denominador tiene dos o mas términos 


Definimos Primero: 


Binomio irracional Cuadratico es una suma algebraica de dos radicales 
irracionales y, por lo menos uno de ellos de índice 2. 


Por ejemplo: J3+W5 ; Vx + ly; Y5 -3 


. Dos binomios irracionales cuadraticos que sólo difieren en el signo de uno 
de los términos, se llama conjugados. 


Así: | 2+ /5 su conjugada: 2- Y5 | ; |3-/2 su conjugada: 3 + Y/2 
1- 43 su conjugada: 1+ /3 | ; | /5 + /3 su conjugada: Y/5 — Y/3 


Se cumple que el producto de dos binomios irracionales cuadraticos conjuga- 
dos es racional, veamos: 


a pt) 
0) (43 +45) (43-46) (Va) - (45 [3] 
11I) En el caso de que el denominador sea un binomio irracional, para raciona- 


lizar se multiplica numerador y denominador por el conjugado (el producto 
de los binomios irracionales cuadraticos es racional) 


(396. Manuel Coveñas Naguiche Ó 


Ejemplo 1: —Racionalizar: > E Y3 
Resolución: 
2 — HO 20 + 4) 22943). 
2=18 (2-J3) - 2 Ja 1 
Ejemplo 2: —Racionalizar: Faz 
Resolución: 
a EA 7-2) 472), 
d+" (Ur+a) [e] 27 a” 


ñ A E 3ab 
Ejemplo 3: —Racionalizar: aa 
Resolución: 
Para racionalizar la fracción: HO 
avx — 24a 
Se multiplican sus dos términos por el binomio conjugado del denominador 


que es: 


TN 3ab- (a Xx +24a) A 3ab(aWx + 24/a) 
aJx-2Ya  (aWx - 24/a) (ayx +2/2) (a/x) - (242) 


Osea: 


E 3ab(a/x + 24/a) 


2 
a x-—4%da 


á 3ab(a yx +2 a ) 


a(ax-—4) 


Recuerda que: 
(A + BNA- B) = A? - B? 


E E 2x-1 
Ejemplo 4: —Racionalizar: ——=———= 
is 3xvV2a — aY3x 


Resolución 


a . rs 2x-1 
Para racionalizar la fracción: =—3=———3= 
3x4/2a — ay 3x 


Se multiplican sus dos términos por el binomio conjugado de! denominador 


Í que es: 3x/2a + a/3x 
2x-1 (2x— 1)-(3x/2a + a/3x) 
250% joa alax (exJ2a —alax) (8x/2a + ajax) 
a o O 


_ (ex 1(3x/2a + a/3x ) 
(ax/2) - (a/ax) 

IES n(sx/2a +ay/3x) 

Ñ 9x"(2a) - a“ (3x) 


, a a 3 
Ejemplo 5: Racionalizar: JE 
Resolución: 
“ En caso en el denominador apa- 
recen un trinomio, es recomenda- 


ble agrupar de la siguiente ma- 
nera: 


Ahora multiplico los dos términos de fracción por la conjugada de denomina- 


dor que es: 
[(Va +46) + Ve] 
Luego: 
._. 3a[(Ya + /b) + 40] 


h 32 ya + b + ye] Ñ 32 | Ya + b + Je] 
(dardo) (de dal + ala d6 + do? de? 
_ 39 [Ja +Jb + yc] 


a+2/ab +b-c 


TALLER DE 
EJERCICIOS N*2 


2 

3x fa+1 
b Sp) E 
3 
az (ey 2% 
pe 


h) E mí Z = 


k) ( + 0*)/8x) 5 


a (3 27) - o 


9) (5xyy/2a- 3b) = 
p ((2a- 31/58b) = 


2.32 
_———Á,. 


b) (2x-J3a) = 
e) (ax /x -2a/a) = 


2 
h) (204 ed ) = 


k) (a + 


3 
xV2x + zz) = 


a+1) = 


Extraer la ráiz cuadyada de los siguientes radicales: 


E] 
by 25x V64a?p* 
e) 36a7x* 5/16y? 


7 
h) a9adb 1008 *p* 
¡y 0,094/0,042?p* 1) 0,16% 5/1, 44y* 0,25 y 5/0, 6482 


6) Extraer la ráiz cuadrada de los siguientes radicales: 
a ra lc 1 bp) (9-b) Us by? 


o) (+22) Vex+30) || a) (a+ 2ab roll O 


e) (+ 2y Dé -2x +1 ) (3a+ 1 Y +2 4) 


Extraer la ráiz cúbica de los siguientes radicales: 
a) sa loz? = b) 64 y? lios = 
c) aby? dex? S a 16x*y? ¡729x215 = 
e) atp? oax y? = f) AY 216 = 


272? | ey? 


cabo? Yori 


(4 Extraer la ráiz cúbica de los siguientes radicales: 


a) 272% J5 


Resolución: yl 279 J5 = Y 27al . Vs > 


b) 64 /2x e) 125 3y* 


g) 27x* 2ax 


hw atte? lr25atp? 


MP 

c) 5/6 

) (3x +1) _ 
2a/3x 

¡) (5a+2x) _ 
3x/2a 
Da 

y 24 
3avV2ab 


ab? 


0) —_—== = 
) 2x411x 


0) 5b 
Y2a + /2x 


2 


1) 5x 
3x4/2a —2x/3x 


5x - 3ab 5-4  3a-b+c 


Y eafar+aolza | lx —3aya MEE jp 


2x-3 k) 5x- y 3a —- 2b- 5c 


WEA Ea Y alza + 2/20 - 2/20 


- RESPUESTAS TALLER (43, 


a he 125 V27,0 


2562 *b'2 1 296x!? 25 y" aa y? 


3 
64 Vea? a096x y “223/1296: ty? 
esa oe VU z29a tp"? gato? rap t? 
2 25 ?y? y 0,512 y 8 /27x8y? 


0,81ab* Y 64x?y? 0,0016x"y* Josex?y* 


A | 


2 
c) A E, 
144 1h 
10 e 20 
0,00032a" ¡Y 
a 
9) astye liza - aby h 
3 
1 E (2+3x) 5) (2a - 3? 258%? 
b 


(a? +0?) ? Lear? 1) 4alb* día -2by% 


0,25a%b 


e 


pain 


(2x-1) 


33/36 
ay 


==” 


k) 


9a? + 6a/2x +2x 


a +6/ab + 9b 


b) PER 4xv/3a + 3a 


d) 2x- 4,/10xy + 20y 


16% = 16ax/ax + 4% 


2 
f E +adza + 2a 


2 
E E 12 + - 
a az z 


3 3f 
8a? o 12a?b ab + 6ab ab? + p? 


3 3 
2 — 3xz Vaz + 3xz V2xz? - z* 


h) 4a? (x-3ay 


a +2a a+14+(a +1) 


q 3x 


xx fex 
4yY 5 


25yyx Y 92? 


O, 3b./0, 2a 


y 4 -8x/ax + 8x/x + 4a-8/a +4 


10 Var? 
6025 Jay? 
7a/ab- 10220? 


0,4x 5fi2y? 


c) 2xZ Y2x 


2 la 
1 7 A E 
xi 3 


4 
y 2% 5 
pb” Y10y 
1) 0,5xy” y0,8x*y? 


(x + 2)(x + 1) 


(x+ 2ay (2x + 3b)' 


(+ 2y) /x —1 
2ab/3b 
6xy? Vex ly 


3a 


2xv4b 


b) (9-b3-x) 
d) (a + b)x+ 1) 
1) (3a - 194 -x)/x+2 
c) ab y"x/2z 


f) ys ex 


5 2a* E 
py? y 


345 
5 
2/2 
11 
(5x — 2) ax 


ax 


a (83b-5a)/xy 
2xy 


(é - y )/2ab 


6a“b 
ab? Y1 ix 
2 


3a(a + vx) 


2 
a -—X 


d ab(Y3ax + 5x) 


x(3a — 25x) 


4 7] 346 
3/7 yz 
x 


3 
2% y. ab 


bxy 


b) 4ax(Ya + /b) 
a-b 


e) 3xy(2a4x + 2x4/a) 


a Ya “a 
a 5/2ax 


¡ abc 5ab 


246 
5 
(3x + 1)V3x 


Gax 


ay (5a+ 2x)42a 


Gax 
Dr 62 
(a +b )W5ax 
2 
5a x 
2xyz/3x 
15 


(x— a) Vga? 
9a 


(3a + 1) Y9ab 


5b(/2a — /2x) 


2(a —b) 


f 5(3x/2a + 2x4/3x) 


4ax(a — x) 


6(3a-2x) 


pe Manel Ocins aqui O 


(5x — 3abl(3aW/2x — 4b.,/3a) h) (5 — 4x Nox +3aJa a) 
Sa(3ax — 8b”) 25 — Ya? 


y Eaoronelcr lv +2 py 2x3 yy - 42) 
ax-y-z -22fy x + y 2 (xy —z 


k) (3a — 2b - 5cX/2a + /2b + /2c) » E yla - Ya - Jb) 
4(a + b + 2v/ac — c) | E b +2/ab) 


3.8.7 RADICALES SIMPLES Y COMPUESTOS 
Considerando el índice de los radicales, éstos pueden ser: 


a) Simples: Son simples si sus índices son números primos 


Ejemplos: Lx; lab ; Wax? ; Yex* ; etc 

b) Compuestos: Son compuestos si sus índices no son números primos. 
Ejemplos: a? E Sera? ; Uizexs ; etc 

3.8.7.1. Descomposición de Radicales Compuestos 


Todo radical compuesto puede descomponerse en dos o más radicales sim- 
ples según la descomposición de sus índices en números primos. 


Ejemplos: 


a) de = Je =d 
b) a? la? 3/5 [27] 


ao pla la dEl 
y Y ARE af 355 E] 


3.8.7.2. Radicales Dobles 


Son aquellos que se caracterizan porque dentro de un radical; se encuentran 
contenidos otros radicales ligados con otras expresiones, a través de las ope- 
raciones de suma o resta. 


Ejemplos: 
JA + JE : Ja- JB : ya + lb + Je ua. eta 
e 


3.8.7.3. Transformación de Radicales Dobles a Simples: Í 


No todo radical doble podrá transformarse a una suma o resta de radicales 
sencillos podrá hacerse ello con aquellos que cumplan ciertas condiciones o 
requisitos. A continuación se estudiarán los casos más importantes o más 
usuales. 


3.8.7.4. Radicales de la Forma: 
Ja +4/B » (Donde: A y B deben ser expresiones racionales) 


Podemos suponer que la ráiz cuadrada de JA + YB es una suma tal como: 
Vx + Jy (ya que al elevarla al cua saldrá una suma), supondremos 
también que la ráiz cuadrada de | A — /B_ es una resta tal como: /x — Jy 


(ya que al elevarla al cuadrado, saldrá una resta). 


Luego: A a (1) 
E (2) 


Calcularemos "x" e "y" en función de A y B que serán datos. Sumando (1) y 
(2); miembro a miembro se obtiene: 


Ja + JB + [a - YB =24/x 


Elevamos al cuadrado ambos miembros de esta última expresión: 


(Vas J6 +/a-J5) =(24x) 
( a+ d5) +2 (a+ Je )la- 45)» ( a J8) =ax 
OS +A- JB =4x 


2A+2/[a? - (5) = 4x 
2 a +17) =ax 


A+ [Aé -B =2x 


Restamos (1) y (2), miembro a miembro se obtiene: 


Jar Je - Ja = 45 =2 y 


Siguiendo un proceso análogo al cálculo de “x", logramos que: 


— - 


Ejemplo 1: Transformar a radicales simples o sencillos: Je +27 


Resolución: 


identificando a cada uno de sus elementos: A=8 y /B =2V7 


Cálculo de "C*: 


c=ya? - dE? = e - (27) = [04-28 =/36=6 = 


De donde: 


Jer2l7= 828, TA iS NT + 


Ejemplo 2: Transformar a radicales simples o sencillos: [9 + 4/5 


Resolución: 


Identificando a cada uno de sus elementos: A=39 y VB = 445 


Cálculo de "C": 


c=pla? de? = fe? (445 Y =,(81-80=1 = 
De donde: 
CS 
Losa +2 


- y 


Ejemplo 3: Transformar a radicales simples: y 2x+1+ 2) 4 x—6 


Resolución: 
Cálculo de "C": 


c= fa? - fe? : Donde: [A=2x + 1];| JB =2xé +x-6 

2 
C= exo? (2) xo) = ax? + 4x+1-4Gé +x-6) 
Cl + 4x1-4x% — 4x4 24 =/25=5 = [C=5] 


Luego: 


y2x+1+2pé +x-6 = pze pS 
je (EEE ho DES 
2 2 


= fx +3 +.[x- 2 


EEES 


Ejemplo 4: Transformar a radicales simples: y|2x— 2 1 


Resolución: 


Cálculo de "C": 


Luego: V2x-21x* -1 = pase a [a-c 
2 2 sn 
e pa da [2x2 E a 1 
2 2 


e . Kar 
sf 2x-2N yx -=1 => Perl 


Mc 


TALLERDE 
EJERCICIOS Ne (44) 


a) Ya? - 
y fa 096x* 
9) ? 3077 E ¿90 _ 5 na - 

ñ AE y Ñ » 4 eta tp 2y!6 E 


E = 


1 ATTE - 


E) Reducir a ur solo radical: 


EC Maremarica Bl 
a) da ax J3x 


Resolución: 


darla /3x laxo? J3x 3x(3x)7/3x = lex" J3x 


Hitos. ax? 


b) y2x/2x/2x/2x 


Resolución: 


dar l2x/2x/2x z 2x2 fax lex 2x/2x 


(2 Vox lex = (2) (2x* Pu J2x 


c) ayayVa = d) 3 2a/2a/2a = e) me xV2x = 
» Vax/3ax/2x = 9) ay2aJad/2a = ms 2x Y /2x = 
xx Vx = j) E 2 lx = k) > xS 2x Vx = 


E (8) Transtormar a radicales simples o sencillos: 


A 


i) 


a) /15-10/2 e) (3-45 
9) ¡5x2 (6? =x-1 h) 2x3 +2 he —3x+ 2 


5) y2x+1-2 0 +x-6 


RESPUESTAS TALLER 44 


f y2x+2 x -1 


d) 410 -/5 
9) y3x +1-.[2x-1 


> Y5 -Y/2 0) 242 +2 
e) E t) + 1+.[x—1 


h) Jx-1 + fx -2 i) yx + 3 - -2 


2 AZ 


Capitulo ECUACIONES: 
INECUACIONES 


4.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA VARIABLE É 


A REDITAPRRITAAAAR ASATARA A BSO: UB so PAR 


Es toda ecuación en la que figura una sola variable y con exponente uno (1) 
y además no aparece esta variable como denominador, osea es de la forma: 


ax + b = c; donde: a; b; c son números reales; a x O. 
Ejemplos: 
a) 4x-3=2x+5  ...Esuna ecuación de primer grado con variable x. 
b) y+6=15 ..-Es una ecuación de primer grado con variable y. 


. En toda ecuación se consideran dos miembros, veamos: 


e 


E ” miembro 20 miembro 


4.1.1 RAÍZ DE UNA ECUACIÓN: 


Es el número que al sustituir a la variable de una ecuación la transforma en 
una proposición verdadera. 


4.1.2 CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN: 


Es el conjunto que tiene como únicos elementos a la raíz o a las raíces de 
una ecuación. 


4.1.3 RESOLVER UNA ECUACIÓN: 


Es hallar su conjunto solución. 


A E li 
412 Wanuel Coueñas el Coueñas NaguicheÓ 
4. 1. 1.4 VERIFICAR O COMPROBAR UNA ECUACIÓN: 


Es el constatar que el valor o los valores hallados para fa variable transtorma 
a la ecuación en una proposición verdadera. 


Ejemplo (4): Resolver la ecuación: 441, 3X+1 _ 4 


x+2 x-1 
Resolución: 
Observación: En esta ecuación, observamos que +2 y 1 no pueden ser 


raices de la ecuación; porque dichos números hacen que las fracciones 
tengan denominador cero. 


Dando Común denominador, en la ecuación, se tiene: 


PMA) + (28D y 
(x + 2)(x — 1) 
a 2 A,£ _ AD+BC 
(x 1) + (8x +7x+2) _ 4 BD B-D 
(+x-2) 2 rr 
AX +7x+1 = 4 +x-2) 


A 4 7x4 1 


MK +68. => 3x=-9=.. MES 


Apta. El Conjunto solución de la ecuación es: C.S. = (-3) . 


pm 


e 


Ejemplo R) Resolver la ecuación: (Xx + 3)? - 17 = (x + 2)? 
Resolución: 


Desarrollando cada binomio suma al cuadrado, obtenemos: 
2 2 


2x-8 = 4 ] 
(A + BJ? = A? + 2AB + B? 
2x = 12 >... SO ; . 


Rpta. El conjunto de la ecuación es: C.S. = (6) 


E 


Ejemplo 6): Resolver la ecuación: . H— S = 


2 ia 5 
x —-x-12 x-4 x+3 


Resolución: . 
6 


¿Factorizamos: x? - x- 12 = (x- 4) (x + 3) 


—— e 


e AA es 2 ___5_ ;Damos común denominador en ambos 
(x-4) (x+3) x-4 x+3 miembros: 
Ma 059). AA) ; Simplificamos los denomina- 
xANIF3)  (x-AXF3) dores 


4+2 (x+3) = 5 (x-4) 


f 
4+2x+6 = 5x-20 = 30=3x = .. x=10 


Rpta. | El conjunto solución de la ecuación es: C.S, = (10) 

7-2x pr x-9 1 
Ejemplo O Resolver la ecuación: _— = q 
Resolución: 


La ecuación dada, se puede escribir así: 


(222). (ps) 
e pai 8 4 


8 2 (4) 
B 
9-2x _ X-3 :Simplificamos los denomi- E 
16 4. nadores, sacando cuarta 


e. 
E 


y 


9-2x = 4x-12 > 21 = 6x>.: X= EA] = 
SE 


Rpta. El conjunto solución de la ecuación es: C.S. (7/2) 


3x-5 pa 3x+2 


x-2 x+1 


Ejemplo : Resolver la ecuación: 


Resolución: 


La ecuación dada se puede escribir así: 


Recuerda que: 


(3x5) (x+1) = (3x +2) (x-2) Si: An — € 
, B .D 


2 43x-5x-5 = 2% -6x+2x-4 Luego: AD = B-C 
20% 5 = =Ax-U AAA 
2x =1=>:0 x=1/2 


Rpta. El conjunto solución de la ecuación es: C.S. (1/2) 


: e x-3 x+3 
Ejemplo : Resolver la ecuación: —*—“— - —*TT—T—á =0 
xo +5x+4 x +2x-8 
Resolución: 
Factorizamos: 
Y. x2+5x+4=(x+ 1) (x+ 4) Si: A-B=0 


ii) x24+ 2x - 8 =(x+ 4) (x - 2) mar l 


Luego: 
Luego! 41 X=3 3 9 A A 
(x+1 (+4)  (x+4) (x-2) 
x-3 A x+3 
(x+1) rd) (10) (x-2) 
Simplificamos (x + 4); en ambos miembros: 


Xx3 -X43 mp (x—3) (x-2) 
x+1 x-2 


(x+3) (x +1) 


MHÓ -Sx46 = Á +4x+3 


=R 


Apta. El conjunto solución de la 
: ecuación es: C.S. =(1/3) - 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


Problema %: Si el triple de un número, le quitamos los 2/5 del número; obtene- 
mos 39. Halle el número. 


Resolución: » 
Sea el número = x 


Del enunciado, planteamos la ecuación: 


39 


3ax-£x 
5 


15x-2x 


39 (5) > A3x = 29 (5) 
x= 3(5 


Rpta. —  Etnúmero pedido es: 15. 


Problema 6: El denominador de una fracción es 5 unidades más que el doble 
de su numerador, y la fracción al simplificarse da 1/3. Halle el numerador. 


Resolución: 
Sea el numerador de la fracción = x 


El denominador de la fracción será: 2x + 5 


Del enunciado, planteamos la ecuación: X_ = Mu 
2x+5 3 
3x = 2x+5 > . x=B| 


Apta. _. El numerador de la fracción es: 5_ 


AD 


Problema H: Si a los tres séptimos del dinero que tengo le sumas 20 soles, 
obtienes los dos tercios de este dinero. ¿Cuánto tengo? 


Resolución: 


Sea el dinero que tengo: x soles 


Del enunciado, planteamos la ecuación: 


31420 = es 

7 

3x+140 = Mx =>  9x+140 (3) = 14x 
3 


YO (3) = Bx 
28 (3) = x => x=84. 


Rpta. El dinero que tengo es: 84 soles. | 


Problema p: Para comprar 10 chocolates me faltan 10 soles, pero si sólo com- 
pro 8 chocolates me sobran 20 soles. ¿Cuánto cuesta cada chocolate”? 


Resolución: 
Sea: x = precio de cada chocolate 
Del enunciado: Para comprar 10 chocolates me faltan 10 soles 
Dinero total = 10x - 10: (1) 
Pero si sólo compro 8 chocolates me sobran 20 soles 
Dinero tota! = 8x + 20 ..-(2) 
Como las cantidades de dinero es la misma, igualamos (1) y (2). 
10x - 10 = 8x + 20 


a 


10x - 8x =20 + 10 > 2x=30 => .. x= 15 


Rpta. — Elprecio de cada chocolate es de 15 soles. 


Problema Ó: El dígito de las decenas de un número de dos dígitos excede en 3 
dígitos de las unidades. Si la suma de los dígitos es 9. Hallar el número. 


Resolución: 
Sea: El número de dos dígitos = du 


Dígito de las unidades (u) = x 
Dígito de las decenas (d) =x+3 


Del enunciado: Suma de los dígitos de dichos números = 9 
u+d=9 
x+(0 3-9 > "2+6 > - eN 
Luego, los dígitos serán: 


Dígito de las decenas (d) =x+3=3+3=6 


Dígito de las unidades (u) = x = 3 = 


Rpta. El número de dos dígitos. du= 63 J 


AA RI AS ari 


Problema p: Manuel puede construir una cerca de alambrado en el doble de 
tiempo que le tomará a César hacerlo. Trabajando juntos, pueden construir la cerca 
en 7h. ¿Cuánto tiempo de trabajo le tomará a cada uno? 


Resolución: 


Sea: x = Número de horas para César sólo 
2x = Número de horas para Manuel sólo 


De donde: Parte que César hizo + Parte que Manuel hizo = 1 
da PA E = 
Xx 2x 

Damos común denominador en 2 (7) +7 


| primer miembro: 
el primer miembro 2x 


2lt=42X0 => x== 


Para César: x==<">»0-h 


“Para Manuel: 2x =2 (5) <> 2h. 


Problema $: Nataly se dirige a la playa manejando su auto a velocidad de 50 
knvh. En su regreso su velocidad promedio fue de 40 km/h. El viaje total duró 9h. 
¿Cuál era la distancia a la playa? 


Resolución: 


distancia = d 


Sea: x = Tiempo en horas del viaje a la playa 
9 - x = Tiempo en horas del regreso. 


Velocidad Tiempo 


Distancia (d = v . t) 


A la Playa 50 km/h 50 x 


Regreso 40 km/h “(9 - x)" h 40 (9 - x) 


Sabemos que: Distancia a la Playa = Distancia de Regreso 
50 x = 40 (9 - x) 
50x=360-40x => 90x = 360 


x=4 
Luego, calculamos la distancia que hay desde la casa a la playa. 


Rpta. — Distancia a la playa: 50 x= 50 . 4 =:200 km. 


ri id de A AS > 


Problema Ó: La edad de Manuel es tres veces la edad de Sara. Hace 5 años la 
suma de sus edades era 38 años. ¿Qué edad tiene cada uno? 


Resolución: 


Sea: Edad actual de Sara = x 
Edad actual de Manuel = 3x 


(Pasado) (Presente) 


Edad de Manuel (3x - 5) 


Del enunciado: Hace 5 años la suma de sus edades era 38 años, obtenemos: 


(x - 5) + (3x - 5) = 38 
4x - 10=38 2 4x=48 =>. Xx=12: 


Luego, las edades que tienen cada uno son: 


Edad de Sara: x= 12 años 


” Rpta. 
Edad de Manuel: 3x = 3 (12) = 36 años 


Problema Ó: Vanessa tiene 16 años y su abuelo tiene 60 años. ¿Cuántos años 
pasarán antes que la edad del abuelo sea el triple de la nieta? 


Resolución: 


Edad actual de Vanessa = 16 años 
Edad actual del abuelo = 60 años 


(Presente) (Futuro) 


Edad de Vanessa 


Edad del Abuelo 


Del enunciado: ¿Cuántos años pasarán antes que la edad del Abuelo sea el triple 
de la edad de la nieta? 


Obtenemos: (60 + x) = 3 (16 + x) 
60 + x = 48 + 3x => MU eta x=8! 


a 


Luego, los años que pasarán para que la edad del abuelo sea el triple de la edad de 
la nieta serán 6 años. 


Problema 5H: Antes que el minutero pase sobre el horario. ¿A qué hora entre 
las 5 y las 6 tas agujas (manecillas) de un reloj forman un ángulo recto? 


Resolución: 


En este caso partimos de las 5 horas en 
punto. 


De la relación: 


Espacio recorrido por H _ 1 
Espacio recorrido por M 12 


f j 
De donde: Y=1 > y 0 
x 12 12 
De la figura: AD= TA 8D 
25+y=x+15 
y+10=x (IM) 
Reemplazamos (1) en (11): 
L+10 = x 
120 min | 11 12 
11 10 min. x+120 = 12x 
0 120 = 11x 
x= 120 Div. o minutos 
120 10 11 


—= min = 10 — min 


1 11 


x =10 yO mín. 
11 
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Luego, las manecillas del reloj estarán en ángulo recto, antes que el minutero pase 


sobre el horario a las 5 horas 10 9 minutos. 


Nota: Cuando en los problemas sobre relojes, nos mencionan: A qué hora entre 


h 
las "H" y "H + 1" horas, las manecillas de un reloj están opuestas (1809), están 
superpuestas (0%), forman un ángulo recto (90%); forman un ángulo llano (180%); 
para dar la hora se toma como base los "H" horas. j 
> En este problema que acabamos de resolver nos habla que las manecillas están 
entre las 5 y las 6; quiere decir que se tomó como base las 5 horas. H] 


-TALLERDE- 7 
EJERCICIOS N*? 


3x (2x -— 4) =2x (3x-1)+20 


= 0-2)-6=0 y li (x+2) 


2x-=1_4 3x-2_1 

3x+2 x+4 2 

+3) 1-4 =(-2-5 | 10. (x-6) -(x+5) =x+3 
6 2. 5 6 5 2 


EAT po a 
x -x-12 x-4 x+3 E 4x -9 2x+3 2x-3| 


E SAA x42_ 2X45 
x+1 Xx x-4  2x-13 


x+1,3 12-x_ 


1 


422. Vtanuel Coneñas lie D 
. Resuelve los siguientes problemas: 


19 Si al quintuplo de un número, le aumentamos los 3/4 del número, obtenemos 
pp 46. Halle el número. 


20 El denominador de una fracción es 7 unidades menor que el triple de su 
numerador, y la fracción simplificada da 4/5. Halle el numerador. 


21  Sialos cinco octavos del dinero que tengo le sumas 15 soles, obtienes los 
tres cuatros de este dinero. ¿Cuánto tengo? 


22 Para comprar 16 libros me faltan 20 soles; pero si sólo compro 15 libros me 
sobran 8 soles. ¿Cuánto cuesta cada libro? 


23 El dígito de las decenas de un número de dos dígitos excede al de las unida- 
des en 5. La suma de los dígitos es 9. Hallar el número. 


24 El dígito de las unidades de un número de dos dígitos es 7 menos que el 
doble del dígito de las decenas. La suma de los dígitos es 11. Hallar el núme- 
ro. 


¿25  Pararealizar una tarea le tomará a Gladys 4 horas; a Miguel 3 horas y a María 
5 horas. ¿Cuánto tiempo les tomará si trabajan los tres juntos”? 


26 Juntos Manuel y Sara pueden podar un prado en 3h. Le tomará a Sara 5h. 
] para hacer sola la tarea. ¿Cuánto tiempo le tomará a Manuel hacer solo la 
tarea? 
27 Arturo y Kelly fueron en autómovil al taller a una velocidad de 60 km/h, retor- 
Pa a casa a una velocidad de 15 km/h en bicicleta. Si el recorrido fue de 4 
h. ¿Qué distancia había entre su casa y el taller? 


:28 Nataly tiene 4 años más que Vanessa. Hace 2 años la suma de sus edades 
era 16 años. ¿Qué edades tienen ahora? 


:29 Andrés es 40 años más joven que Susana. Dentro de 3 años Susana tendrá 
al triple de la edad de Andrés. ¿Qué edad tienen ahora? 


30 Gloria tiene 37 años y Eva 21 años. ¿Cuántos años atrás era Gloria de una 
edad exactamente el triple de la edad de Eva? 


31 ¿A qué hora entre la 4 y las 5 están opuestas las agujas de un reloj? 


¡32 ¿A qué hora entre las 2 y las 3 las agujas de un reloj están superpuestas? 
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33 
34 


35 


Perdí los 3/4 de lo que tenía, si hubiera perdido los 2/3 de lo que perdí, tendría 


100 soles más de lo que tengo. ¿Cuánto tenía? 


A un matemático le preguntan la hora y éste responde: "Quedan del día 9 
horas menos que las ya transcurridas. ¿Qué hora era? 


En tres día un hombre ganó S/. 185. Si cada día ganó los 3/4 de lo que ganó 


el día anterior. ¿Cuánto ganó el primer día? 


- RESPUESTAS TALLER * 


1.C.S. = (25) 2.C.S. = (10) 


10. C.S. 
13, C.S. 


16. C.S. 


19.8 
22. 28 soles 


13 


25. 1 h. 


29. Susana = 57 años 
Andrés = 17 años 


28. Vanessa = 8 años 
Nataly = 12 años 


6 


31. 4h 54 £ min. 10 
1 


32. 2h 10 — min. 
11 


34. 4:30 p.m. 35. 80 soles. 


3. C.S. = (-2) 


6.C.S. = (-5) 


15.C.S = (6) 


18. C.S. = 
2 


21. 120 soles 
24. 65 


27. 48 km 


| 30. 13 años 


33. 400 soles 
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4.2 | ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO: | 


Manuel Coveñas Naguiche 2 


A A e 


4.2.1 DEFINICIÓN: Una ecuación se llama de segundo grado o cuadrática cuando 
después de quitar denominadores, reducir términos semejantes y pasar to- 
dos sus términos al primer miembro, adopta la forma típica: 


ad+bx+c=0 


Donde: 


b: 


Cc: 


Coeficiente de x? (a e IR). Es preciso que a + O, pues de otro modo la 
ecuación no sería de segundo grado. Siempre puede suponerse a posi- 
tivo, pues si fuera negativo bastaría multiplicar por (-1) los dos miem- 
bros de la ecuación para que fuera positivo. 


Coeficiente de x (b e IR) 


Término independiente (c e IR) 


Los coeficientes b y c pueden ser nulos. Entonces la ecuación de segundo 
grado toma las formas siguientes: 


iy Sic=0 mm al+bx=0 

 Sib=0 up e Á (Estas tres ecuaciones 
: se llaman incompletas) 

li) Siic=b=0 "*  aR*=0 


Resolver una ecuación de segundo grado es hallar los valores de la 
incógnita x que hacen cierta la igualdad: ax? + bx + c = 0; convirtiéndola 
en una IDENTIDAD. 


Estos valores que toma x son las raíces o soluciones de dicha ecuación. 


DENOMINACIÓN DE LOS TÉRMINOS DE ESTA ECUACIÓN 


ad+bx+c0=0 
| — independiente 


Término lineal 
Término cuadrático 


4.2.2 RESOLUCIÓN ALGEBRAICA 


Para hallar las raíces distinguiremos tres casos, según que el trinomio sea 
incompleto o completo. 


La fórmula hallada nos da las dos raíces de la ecuación: ax? + c =0, una 
con el signo + y otra con el signo -, se ha puesto el doble signo + en la 
fórmula porque la raíz cuadrada de un número real tiene dos soluciones, 
reales o complejos (imaginarias puras), según que el radicando sea positi- 
vo o negativo. 


Ejemplo 1): Resolver la ecuación: 3x?- 12 =0 
Resolución: 


En este ejemplo notamos que la ecuación: 3x?- 12=0, tiene la forma: 
2 
ac+c=0. 


ñl 
w 


De donde: a y c=-12 


Aplicando la fórmula: | x= + E ; obtenemos: 
a 


A 
3 
AS 2 a = Primera raíz) 
IN 2! Us = Segunda raíz) 


: El conjunto solución de la ecuación: ¡ 
: 3x - 12=0€s: C.S. =(-2, 2) | 


A A 


Rpta. 


426 a > 


¡A 
Para: x=2 >= 3é*-12=0 >  3(2)?-12=0 

12 -12 =0 (Cumple) 
Para: 3 > 3x2-12=0 > 3(-2)?-12=0 


12 -12 = 0 (Cumple) 


Recomendación: Estimado alumno, recuerda siempre que toda 
ecuación de segundo grado tiene dos raíces o soluciones. 


Ejemplo 2 : - Resolver la ecuación: 2x2? + 18 =0 


Resolución: 

En este ejemplo notamos que la ecuación: 2x?+ 18 = O, tiene la forma: 
at+rc=0 

De donde: a=2 y c=18 


Aplicando la fórmula: |x= + = ; obtenemos: 
V a 
x= + 18 AN A 


Pero: /—1=i (Número imaginario) 


Luego: x=+Y/9 -i= ¿431 
== SI (x, = Primera raíz) 
AER Sl Ya...c. (x, = Segunda raíz) 


Las dos soluciones de la ecuación son imaginarias ' 
puras y opuestas (la suma es cero); C.S. = (-3i; 31) Rpia. 


CUE Si: c = 0. La ecuación es de la forma: ax? + bx = 0 


Las raíces se obtienen sacando a "x" como factor común: 
ax? +bx=0 > x(ax+b)=0 


De donde: i) x=0 


i  ax=+b=0 — X=- 


Ejemplo 1): Resolverla ecuación: 2x?-6x=0 


Resolución: 


En este ejemplo notamos que la ecuación: 2x?-6x=0, tiene la forma: 


ax? + bx= 0, donde: a=2; b=-6. 


Aplicando la fórmula: | x, =0 y x,=- p ; obtenemos: 
a 


x=0 y Xx e 


o 2 2 


' El conjunto solución de la ecuación: 2x? - 6x =.0 es: C.S. = (0; 3) | Rpta. 


ABRO 


Ejemplo (2): Resolver la ecuación: 3x2 + 9x =0 
Resolución: 
De la ecuación: 3x?+9x=0;  factorizamos "3x" 

3x (x+3)=0;  igualamos cada factor a cero. 


De donde: i) 
ii) 


El conjunto solución de la ecuación: * 
3x? + 9x= 0 es: CS. = (0; -3) : Rpta. 


le CORE Ecuación completa: ax? + bx +c=0 


Para poder despejar "x", es preciso completar un cuadrado perfecto, lo que 


se consigue de la forma siguiente: 

a)  Multiplicamos por 4a, ambos miembros de la ecuación: 
4a(ax*+bx+c)=4a.0 => 4a2%+4abx + 4ac=0 
Sumamos b? a ambos miembros: 

sax +4abx+b” +4ac 
sax +4abx+b +4a0 = 
Transponemos "4ac" al segundo miembro: 
4a2%x? + 4abx + b? = b? - 4ac 
El primer miembro es un cuadrado perfecto y la ecuación se escribe 


así: > a 
(2ax+b) = b -4ac 


O bien: 2ax+b = vb? —4ac 


y despejando x; obtenemos: 


_b+1b? —4ac | (Fórmula para resolver ecuaciones 


2a completas de segundo grado) 


Ejemplo 1: Resolver la ecuación: x? - 2x-3=0 
Resolución: 


En este ejemplo notamos que la ecuación: 1x?- 2x- 3=0; es de la forma 
ax? + bx + c=0, donde: a=1% b="2* Y c=%3, 


ok vb” 4ac 


Aplicando la fórmula: ; obtenemos: 
2a 
2 
xo YY -4 (1 3) _ 2+44+12 
2 (1) 2 


1 
2+4 | 2 


i El conjunto solución de la ecuación: 


x2-2x-3=0, es: C.s.=(-1,3) - Rpta. 
Ejemplo (2): Resolver la ecuación: x? - 6x + 5=0 
Resolución: 


La ecuación dada: 1x? - 6x + 5 = 0; es de la forma: ax? + bx +C=0 


Donde: x=1; b=-6 y c=5 
2 
Aplicando la fórmula: = a : obtenemos: 
a 
2 
NS 6) ((-6) -4 (1) (5) _ 6+436-20 
2 (1) 2 


5 XT 
x =— = 
! 1 2 
6+y16 _ 6+4 
7 
x > 
2 2 


- El conjunto solución de la ecuación: | 
02-6x + 5=0; es: C,S.= (1; 5) . 


Rpta. 


Ejemplo 3 : Resolver la ecuación: 6x? - 13x +6 =0 
Resolución: 


La ecuación dada: 6x? - 13x + 6 = 0; es de la forma: ax? + bx + C=0 


Donde: a=6; b=-13 y c=6 


2 
Aplicando la fórmula: - DBAHVD -4a0 |. obtenemos: 


2a 


y 1013) Y(13)"—4 (6)(6)_ _ 13 +Vi69—144 


2 (6) 12 
"ERAS. 1D EE 
*x = > É 
2 12 


El conjunto solución de la ecuación: 


Rpta. 


6x? - 13x + 6 =0;es: C.S.= E ; 2 
302 


4.2.3 APLICACIONES DE LA RESOLUCIÓN ALGEBRAICA: 
A) Propiedades de las Raíces 


De la fórmula para resolver la ecuación completa de segundo grado, 
separando las raíces se tiene: 


—b+1b” -4ac _ bb? dao 


A 2 KK ; x 
1 2a 2 2a 


O Sumando: E O 


-b+vb" — 4ac " —b- bp — dac 
2a 2a 


_ be det ánc bdo AG0 _ eb 
2a 


2a 


(Fórmula 1) 


Es decir: 


La suma de las raíces de la ecuación de segundo grado es igual al coefi- 


ciente de x con signo contrario, dividido por el coeficiente de x?. 


Ejemplo í: Dada la ecuación: x? - 11 x - 26=0. Calcular la suma de sus 
raíces. 


Resolución: 
La ecuación dada: 1x? - 11x - 26 = 0; es de la forma: ax? +bx+c=0 


Donde: —a=1; b=-11 y Cc =-26 


Aplicando la fórmula 1: ; obtenemos: 
1 2 a 


X +x «Hal > x>+x =11 


¡La suma de las raíces de la ecuación: | 
x? - 11x-26=0;es: 11 


Rpta. 

Ejemplo k): Dada la ecuación: 2x? - 17x + 21 = O. Calcular la suma de 
sus raíces. 

Resolución: 

La ecuación dada: 2x? - 17x + 21 =0; es de la forma: ax? + bx+c=0 


Donde: —a=2; b=-17 y c=21 


Aplicando la fórmula 1: 55 ; Obtenemos: 
1 2 a 


A E E 17 : 
1 2 2 2 da 2 


- La suma de las raíces de la ecuación: 
2x2 - 17x+21=0;es 17/2 Rpta. 


e) Multiplicando: 


xo a la 


2a 2a 


Es decir: 


El producto de las raíces de la ecuación de segundo grado es igual al 
término independiente dividido por el coeficiente de x?. 


Ejemplo (1: Dada la ecuación: x? + x -12 = 0. Calcular el producto de sus 
raíces. 


Resolución: 


La ecuación dada: 1x? + x - 12 = 0; es de la forma: ax? + bx +c=0 


Donde: a= 1 b=1 y c=-12 


Aplicando la fórmuta ll: ; obtenemos: 


Xx Xy => E > xo. x=-12' 
1 2 1 1 2 


El producto de las raíces de la ecua- 
ción: x2+x- 12 =0; es: -12. Apta. 
FALTA E. Pa Ss 


Ejemplo f) Dada la ecuación: 2x? + 11x- 6=0. Calcular el producto de 
sus raíces. 


Resolución: 


La ecuación dada: 2x? + 11x - 6 = 0; es de la forma: ax? + bx+c=0 


Donde: —a=2; b=11 y c=-6 


Aplicando la fórmuta ll: ; Obtenemos: 


E 


El producto de las raíces de la ecua- 
ción: 2x? + 11x - 6 =0; es: -3 Rpta. 


A AA a MA a ARALAR 
B) Formar una Ecuación de Segundo Grado dadas sus Raíces 


Al resolver una ecuación de segundo grado o cuadrática, se obtuvo 
como raíces: x, y X,, podríamos decir que la ecuación que dio origen a 


esas raíces es: 
(x - x,) (x- x7) = 0 E 


Es 


Il 
[e] 


E 2 
Efectuando se obtiene: X —X-X —X -X+X -X 
2 1 1 pa 


Xx —(x de +xX-x = 0 
1 ly 2 


Suma de raíces Producto de raíces 


2 (Suma de Producto e q 
xXx - cis oé (Fórmula I!I) 
de raíces 3 


raíces 


Bd Cocó Magda? 


Ejemplo : Escribir una ecuación cuyas raíces son 3 y 5. 
) y 


Resolución: 


Suma de raíces =3+5=8 
Sabemos que: 


Producto de raíces = 3 x5= 15 ( 
Aplicando la fórmula 111: 

x? - (Suma de raíces) x + (Producto de raíces) = 0 
Obtenemos: — x2-(8)x+(15)=0 > .. e ex+ 1 5 = o 


La ecuación de segundo grado que ; 
| se forma es: x? - 8x + 15=0 Rpta. 


Ejemplo E): Hallar dos números que suman 5 y cuyo producto es 6. 


Resolución: 


Aplicando la fórmula HI: 


E 


Obtenemos: —x? - + = 0; esta ecuación es de la forma: 
ax? + bx +C=0; donde: a= tl; b=-5 y c=6 
2 
Aplicando la fórmula: x= eb END yrdes, 
2a 
2 
AS) SY 4 (1) (6) _ 544/2524 


Obtenemos: x= 
2 (1) 


2 
e 
54/1541 1 ql A 


- Los números pedidos son: 3 y 2. | 


Apta. 


A 


, C) Estudio acerca de la Naturaleza de las Raíces de la Ecuación de 
Segundo Grado o Cuadrática. 


2 
El binomio que figura bajo el rádical en la fórmula: “x= =BE VD: — 4ac 
2a 


Se llama el discriminante de la ecuación de segundo grado o cuadrática. 
Discriminar significa distinguir, y como explicamos seguidamente el 
discriminante, b? - 4ac; nos permitirá conocer la naturaleza de las solu- 
ciones (reales, imaginarias, dobles) sin necesidad de resolver la 


ecuación. ; 


. El discriminante: b? - 4ac; se denota por la letra D. 


Es decir: _D=b?- 400 
Ejemplo D: Hallar el discriminante de la ecuación: x? + 7x + 10=0 
Resolución: 
La ecuación dada: 1x? + 7x + 10 = 0; es de la forma: ax? + bx+c=0 
Donde: —a=1; b=7 y c=10 
De la expresión: ; obtenemos: 
D = (7)? - 4 (1) (10) = 49 - 40=9 


D=9 | (Discriminante Positivo) 


Ejemplo E): Hallar el discriminante de la ecuación: x?+3x+10=0 
Resoiución: 
La ecuación: x? + 3x + 10 = 0; es de la forma: ax? + bx +c=0 


Donde: a=1t; b=3 y c=10 


De la expresión: ; obtenemos: 


D =(3)? - 4 (1) (10) =9- 40 =-31 


D =-31: —(Discriminante Negativo) 
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Ejemplo 6): Hallar el discriminante de la ecuación: 9x? - 6x + 1=0 
Resolución: 
La ecuación: 9x? - 6x + 1 = 0; es de la forma: ax? + bx +C=0 
Donde: a=9; b=-6 y cin 
De la expresión: ; obtenemos: 
D = (-6)? - 4 (9) (1) = 36 - 36 =0 
D=0 | (Discriminante es Cero) 


. Como se podrá observar, el discriminante puede ser positivo, negativo o cero. 


. Otra forma de escribir la fórmula general para resolver una ecuación comple- 
ta de segundo grado es: 


Il. ECUACIONES CON DISCRIMINANTE POSITIVO 


Dada la ecuación de segundo grado: ax? + bx + c =0; si su discriminante D es 
positivo, entonces existen dos raíces o soluciones reales diferentes, que son: 


(Raíces o solucio- 
nes reales) 


Ejemplo: En la ecuación: 2x? + 5x - 3=0 


Se sabe que: —a=2; b=5 y c=-3 


De la expresión: ; obtenemos: 


D=5?-4(2)(-3)=25+24 => : D=49 


ox _ +0 > xr AB) 49_ 54722, al 
1 2a 1 2(2) 7 Y 12 
-b-yD (5) = Y me 
ix _b-YD > x _A5)-V49 _ 5-7 _ 12 - MES 
2 2a 2 2(2) 4 TR 2 


El conjunto solución de la ecuación: 2x2 + 5x - 3 = 0; es: 
C.S = (-3; 1/2); siendo estas raíces dos números reales 
y su discriminante positivo o sea mayor que cero (D > 0). Rpta. 


ECUACIONES CON DISCRIMINANTE NEGATIVO 


Dada la ecuación de segundo grado: ax? + bx + C = 0; si su discriminante D 
es negativo. Entonces la ecuación no tiene raíces reales, estas raíces serán 
dos raíces o soluciones complejos conjugados, que son: 


(Raíces o soluciones: 
complejos conjugados) 


Ejemplo: En la ecuación: 3x? +x+4=0 


Se sabe que: a=3; b=1 y c=4 
De la expresión: ; obtenemos: 
D=(1? -4(39) (4)=1-48=-47 => -. D -47 


Luego, calculamos las raíces o soluciones con las fórmulas: 


_—b+4D pe 14/47 _ -1+ 4/47 0 _ 14447 -J1 
2a 6 


XxX == —____——- = 


Dx 
1 2 (3) 6 


1 


f la 
bx ndo! . (Primera solución) 
1 6 


AR Pael Coves Maquiche O 
de DS y A AED IA 
2 2a 2 2 (3) 6 a 


= O poa | (Segunda solución) 


El conjunto solución de la ecuación: 3x? + x + 4 = 0; es 
GS pm v47_i 3 apa Var, siendo estas raíces 


dos números complejos conjugados y su discriminante 


negativo osea menor que cero (D < 0). Rpta. 


l.. ECUACIONES CON DISCRIMINANTE CERO 


Dada la ecuación de segundo grado: ax? + bx + c= 0; si su discriminante D es 
cero, entonces la ecuación tiene una raíz doble (raíces iguales) que es: 


Ejemplo: En la ecuación: 4x? - 20x+25=0 


Se sabe que: —a=4; b=-20 y c=:25 
De la expresión: ; obtenemos: 
D = (-20)? - 4 (4) (25) =400-400=0 == .. D=0 


Luego, calculamos las raíces o soluciones, con las fórmulas: 


—b -(-20) _ "20 


x= > x 210.2 > ¡x =2]| (Primera solución) 
1 2a 1.240 8 152 


4.3 


A) 


mx ==? > x =12.2 ¡MEAN segunda solución) 
2 2a 2 2(4 8 2 2 


El conjunto solución de la ecuación: 4x2? - 20x + 25; C.S.= (5/2), 


- siendo las raíces de las-ecuaciones una raíz doble (raíces iguales) 
- y discriminante igual a cero (D = 0). Apta. 


RESOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO : ! 
CON UNA INCÓGNITA. 


ARANA NA: ART OIR IIA o NN UU Nc iiem 
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En forma general una ecuación de segundo grado con una incógnita o una 
ecuación de grado superior a dos, se resuelve: 


A) Por medio de la factorización. 

B)  Empleando la fórmula general 

C) Por completación del cuadrado 

Resolución de Ecuaciones Cuadráticas por Factorización 


Una ecuación de segundo grado se resuelve en forma sencilla por medio de 
la factorización, cuando la factorización del polinomio puede efectuarse. 


1. Se transladan todos los términos a un solo miembro, dejando el otro 
miembro igual a cero. 
2. Se factoriza el primer miembro. 
3. Para obtener las soluciones se iguala cada factor a cero. 
Ejemplo 'O Resolver: 5x? + 4x =6 - 3X 
Resolución: 
Pasando todo al primer miembro: 5x? + 4x - 6 +3x=0 
:5x? +7x -6=0 
Factorizando (Por Aspa Simple): 5x -3 —> -3x | 
+ 


x +2 —> +10x 


+7x  ... (Cumple) 
Luego: — 5x2+7x-6=(5x-3)(x+2)=0 


Igualamos cada factor a cero: 


i) 5x-3 


' 
o 

U 

Y 

x 

] 
SA 
y 

x 

1 
an |u 


e ás] an 


Comprobación: 


z 2 
xa 94 > 5Ó+TAL6=0 > s(2]+7(2)-5=0 
: 5: 5 5 


o.2 


x=-2 > 5x+7x-6=0 => 52) +7(2)-6=0 


¿5 + 4x = 6 - 3x es: C.S.=(-2;3/5) | Rpta. 


Ejemplo O: Resolver : x? - 8x - 105=0 


Resolución: 


La ecuación dada: x? - 8x - 105 = 0; la factorizamos por el Método del Aspa; 


x2 - 8x -105=0 
x pa 
+ 


x +7 —> +7x 
-8x  ...(Cumple) 


(x - 15) (x + 7) = 0; igualamos cada factor a cero. 


De donde: 1) x-15=0 > Xx =15 | (Primera raíz) 


ii  x+7=0 = x=-7 (Segunda raíz) 


* El conjunto solución de la ecuación: 
x? - 8x - 105 = 0; es: C.S. = (-7; 15) Rpta. 


Ejemplo > Resolver: 4x? - 49x = -12 


Resolución: 


Pasando todo al primer miembro: 4x? - 49x + 12=0 
Factorizamos (Por Método del Aspa): 4) = O 
Ax -l —>-x 
E 


Xx -12 —>3y -48x 
-49x ...(Cumple) 


Luego:  4x?-49x+12=0 =>  (4x-1)(x-12)=0 


Igualamos cada factor a cero: 


1) 4x-1=0 > 4x=1 => bi 
1 


(Primera solución) 


bio 


ii) x-12=0 => x=12 (Segunda solución) 


El conjunto solución de la ecuación: 
| 4x? - 49x = -12 es: CS. (1/4; 12) j Rpta. 


A AC A 


Ejemplo Resolver: -x? + 1x+24=0 
Resolución: 


En este caso, cambiamos de signo a cada término de la ecuación obtenien- 
do: 


x? - 10x -24 =-0 Pero: -0=0 
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Luego: 
Y -10x -24=0  ;¡factorizamos por el Método del Aspa: 
x -12>-12x | 
+ 


Xx +23» +2x 


-10x  ...(Cumple) 
Luego: — -x2+10x+24=0 > xÉ - 10x-24=0 
Qu- 12) (x +2) =0 
Igualamos cada factor a cero: ) x-12=0 > x, = 12 
 x+2=0 9 a 
|. Elconjunto solución de la ecuación: | 
-x? + 10x + 24 = 0; es: C.s. = (-2; 12) : Rpta. 


Ejemplo (8): Resolver: x (x + 1) = 24 (x- 5) 


Resolución: 

Efectuando los productos indicados, obtenemos: 
x(x+1)=24(x-5) => x2+x=24x- 120 

Pasamos todos los términos al primer miembro; quedando así: 
X2+x-24x+120=0=> x2-23x+120=0 

Factorizamos por el Método del Aspa: 

Luego: (x- 15) (x- 8) =0 

De donde: 

i) x-15=0:1>3 [55 


ii) x-8=0 = 8 | 


El conjunto solución de la ecuación: 
x (x+ 1) e (Xx - 5); es: C.S. = (8, 15) * Rpta. 


Ejemplo (6): Resolver: S = 


Resolución: 


Para este tipo de ecuación se aplica la propiedad que dice: "El producto de 
los extremos es igual al producto de los medios” 


A 1 2x3 >  (x+1) (x+3) = (2x-1) (x-3) 
2x-1 x+3 


efectuando los productos indicados, se obtiene: 


Xx +3x+x+8 2% —6x-x+8 


x +4x = 2x =- 7x ; pasamos los términos al segundo miembro. 
O = 2x -7x-x -4x 
O = xx -1hx ; esta expresión también se puede escribir así: 
x -1ix = 0 ;factorizamos "x" 
x (x-11) = O ;igualamos cada factor a cero. 
De donde: Y  x=0 > Es =0 


i)  x-11=0 => /x=11 


dle x3 es: C.S.=(0;11)  Rpta. 
2x-1 x+3 


AS 


Pa 


Ejemplo (2): Resolver: perdi a 
12 x x+10 
Resolución: ) 
En el primer miembro, aplicamos: (Ej Sygu- Add b :€ 


Obteniendo: == = 
12x x+10 


B) 


Ahora, hacemos producto de extremos y medios: 


Ej | 
(12) (x +10) 


= 12x (1) 
x +10x-12x-120 = 12x 

2 

x -2x-120 = 12x; 


pasando "12x" al primer miembro. 
x? - 2x - 120 - 12x=0 
Xx -14x -120=0 


x -20 
x +6 
Luego: (x- 20) (x+ 6) =0 
Donde: 1) x-20=0 = Íx=20' ; ñ) x+6=0 => x=-8. 


El conjunto solución de la ecuación: 


a les: C.S.=(-6;20) | Rpta. 


12 Xx x+10 


Resolución de Ecuaciones Cuadráticas Empleando la Fórmula General 


. Cuando la factorización no es posible se recurre a la fórmula general de 
la ecuación de segundo grado (ax? + bx + c = 0), la cual nos da las 
soluciones o raíces de dicha ecuación. 


. La fórmula general para resolver una ecuación cuadrática es: 


. . _—b+vb”-4ac 


(Primera raíz 


o solución) 
yz —bixb* ESE 
: > 
, (Segunda raíz 


o solución) 


A ss no 5 


Ejemplo (Dm: Resolver: 3x?+x-6=0 


AD j 


Resolución: 
La ecuación dada, 3x? + x - 6=0, tiene la forma: ax? + bx +c=0 
Donde: a=3; b'= 1 y c=-6 


Luego, reemplazamos los valores hallados en la fórmula general: 


_ db 40 tk) a (3) (-6) 


2a 2 (3) 


Xx 


El conjunto solución de la ecuación es: y 
C.S.= que Y73 . 1/73 E 
6 6 : 
MIDI IOAAMA A A 2 ie AM 
Ejemplo E) Resolver: 5x?-8x+2=0 
Resolución: 
La ecuación 5x? - 8x + 2 = O tiene la forma: ax? + bx+c=0 
Donde: a=5; b=-8 y C=2 


Detarormaa: x= =btNoó4a0 _ EBIEÁCEY a (65) (2) 


2a 2 (5) 


,-8+/64-40 _ 8+v/24 _ 8+246 


10 10 10 


446, 


_2 (4+46) _ 
10 


* El conjunto solución de la ecuación : 


"es: C.S.= pu : 4:48) i Rpta. 
5 5 ! 
Única A PAS A AMET DNA MAD AS e. | 
Ejemplo 6) Resolver: 3x?-2x+1=0 
Resolución: 


La ecuación dada: —3x?-2x+1=0; tiene la forma: ax? +bx+c=0 


Donde: a=3; b=-2 y c= 


bdo 400 _ ARIES 4 (3) (1) 


De la fórmula: x= 


2a 2 (3) 
y 2418 _2:t4/4 (2)_ 2422 _ 2 (142) 
6 6 6 6 
E O > pa ; pues: AL ul i 


(Las raíces son dos 
números complejos 
conjugados) 


El conjunto solución de la ecuación 
es: C.S.: RE 12 | Rpta 


E E A E 


C) 


las 


Resolución de una Ecuación Cuadrática Completando Cuadrados 


Toda ecuación de segundo grado de la forma: ax? + bx + € = 0; puede 
tomar la forma: (px + q)? = k, con tan solo completando cuadrados. 
Para esto se siguen los pasos que se indican a continuación: 


Se hace la transposición de términos de manera que en el primer miem- 
bro estén los términos que contienen a la variable y en el segundo miem- 
bro el término constante (término independiente) 


Se dividen los dos miembros entre el coeficiente de x?. 


Se suma a los dos miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de 
Xx. 


Se expresa el primer miembro en forma del cuadrado de un binomio. 
Se extraen las raíces cuadradas de los dos miembros, anteponiendo el 
signo a la raíz cuadrada del termino constante. 


Se resuelven las dos ecuaciones de primer grado obtenidas en el paso 
anterior, hallando así el conjunto solución. 


Ejemplo Mm: Resolver, completando cuadrados: 5x? - 2x - 3 =0 


Resolución: 


12 Paso: 


Transponemos términos de tal manera que los términos que contienen la va- 
riable "x" estén en el primer miembro, y el término constante (Término inde- 
pendiente), esté en el segundo miembro, quedando así. 5x?-3x=3  ...(I) 


2% Paso: 


ivi s dos mi s entre el iciente de x* osea entre 5. 
Se dividen los dos miembros entre el coeficiente de x? tre 5 


3% Paso: 


5 —2x E 
5 


S 
— > — —_ 
5 


Se suma a los dos miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de "x"; 


así: 


- Mitad del coeficiente de x = -—= 
5 


¿e al 
25 10 5 


2 
- Su cuadrado de E > (2) == 
5 5 


Luego, sumamos 1/25 a los dos miembros de la expresión (11), obteniendo: 


A A 
5 


42 Paso: 


Expresamos el primer miembro de la expresión (111) en forma del cuadrado de 
un binomio. 


1 


2 1 ] qe e Sabemos que: e 


2 2 
(+3) 3 [»=3) - 1 aw) 
25 5 25 
52 Paso: 


Se extraen las raíces cuadradas de los dos miembros; anteponiendo el signo 
a la raíz cuadrada del término 16/25. Así: 


(=-2) + 18 > 3) mois 
5 25 5 5 
De donde: i) x-2 5 $ Z) X= 3 eg q > x=1 
5005 55 5 
A IA 
5 5 5 5 5 5 


5x? - 2x - 3 =0; es: C.S. = (-3/5; 1) 


A 


El conjunto solución de la ecuación: 
Rpta 


Ejemplo e: Resolver; completando cuadrados: 6x? + 26x +8 =0 


Resolución: 
12 Pasamos + 8 al segundo miembro como -8. 


6x? + 26x = -8 


ITA qe —= 


6x +26x 8 6% 26x 8 
o 
6 6 6 6 6 
LA = E (1) 
3 
(5) 
- Sacamos la mitad: ASA, - 13 
2 6 


- Elevamos el cuadrado: 18 > ES - 169 
6 
32. Sumamos 189 ; a los dos miembros de la expresión (l), obteniendo: 


A A 
ib e 


36 36 36 


1 


2.13 EN -4 (12)+169 _ -48+169 _ 121 


2 , 
13 121 extraemos la raíz cuadrada a ambos 
36 miembros. 


(+3) emape2! 2% 11 
36 6 


6 
De donde: 
1) se Mos e A. == mr f=a 
6 6 6 3 
ye - 4 O dE 1, 43. 26 Ns 
6 6 6 6 6 
4 


El conjunto solución de la ecuación: 
6x2 + 26x +8=0, es: C.s. = (-1/3; -4] - 


Rpta. 


Ejemplo 6): Resolver, completando cuadrados: 2x? + 7x - 30 =0 


Resolución: 
12 Pasamos -30 al segundo miembro como +30. 
2x2 + 7x =30 


22,  Dividimos los dos miembros entre el coeficiente de x?, osea entre 2. 


2 2 
A A O 
2 2 2 2 2 
(2) 
- Sacamos su mitad: AA 
2 4 
2 
- Elevamos al cuadrado E => (7) sy H 
4 4 16 


3%. —Sumamos 49/16 ; a los dos miembros de la expresión (a); obteniendo: 


ra ¿E = 15+— 


2 16 16 


16 16 16 


1 


7 (2) 15 (16)+49 _ 240+49 _ 289 
4 


289 ; extraemos raíz cuadrada a ambos 
16 miembros. 


AS 
x 
+ 
Bis 
REDES 
m 
Il 


De donde: 
i) e. ¿Un SS 9 M7 0.5 SS LOS 
4 4 4 4 4 2 2 
ii) POE > PE AGE 6 x=-6 
4 4 4 4 4 


"El conjunto solución de la ecuación: | 
2x2 + 7x - 30=0; es: C.s. = (-6; 5/2) : —Rpta. 


nad 


A IA ns AI 


ree 


EC Matemática. — MS last 
4.4 RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS USANDO LAS ECUACIONES DE ¡ 
SEGUNDO GRADO 
Problema O: La diferencia de dos números es 3 y su producto es igual a 
88. Hallar los números. 


Resolución: 

Sean los dos números: x e y 

Del enunciado, planteamos las ecuaciones: x-y=3 (1) 
xy, =881 ...(II) 

De la ecuación (1); despejamos "y” 


X-y=3 => _x-3=y. .. (lll) 


Reemplazamos (II!) en (1): x.y=88 = x (x- 3) = 
- 3x =88 
x- 3x-88=0 ; factorizamos por el Método del Aspa 
x +8 —> +8x 
+ 
Xx -11—>-11x 


-3x  ...(Cumple) 
Luego: (x + 8) (x - 11) = 0; igualamos cada factor a cero. 
De donde: 1) x+8=0 = x=-8 l 
li) x-11=0 => _x=11 


mn 


. De los dos valores que toma "x" osea: -8 y 11, sólo tomamos el valor 


positivo (x = 11) 
Luego; reemplazamos el valor de "x = 11” en (I1!): 


E Sy PES 11-3=y EMS == 0 


- Los números pedidos son: x= 11; y = 8 j Rpia. 
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Problema (2): Hallar dos números enteros positivos, cuyo producto sea 143 
y cuya suma sea 24. 


Resolución: 
Sean los dos numeros consecutivos: x é y. 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: x.y=143 30 


"x+y=24 UN) 
De la ecuación (11), despejamos "y" 
x+y=24 => y=24-x  ...(111) 
Reemplazamos la ecuación (I!I) en (1): 
x.(24-x)=143 =  24x-x?=143; 
cambiamos de signo a cada término de esta última expresión: 
x2-24x=-143 = x?-24x+143=0 
Xx -11 —>-11x 
Xx -13 —> -13x 
-29x ...(Cumple) 


Luego: (x- 11). (x- 13) O 
Dedonde: —i) x-11=0 => x=11 
ii x-13=0 = |x=13 


. Como se observará "x" toma dos valores positivos x = 11 y x= 13, la 
cua! podemos tomar cualquiera de los dos; tomemos x= 11. 


Luego; reemplazamos el valor de x = 11, en la expresión (111): 
y=24-x => y=24-11 = 


Los números enteros positivos pedidos son: x= 11; y = 13. : Rpta. 
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Problema G): La suma de los inversos de dos números consecutivos es 
5/6. Hallar dichos números. 
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Resolución: 


Sean los dos números consecutivos: x é (x+ 1) 


Las inversas de dichos números son: 5 é , 
x (x+1) 
Del enunciado, planteamos la ecuación: 
Y har A 5 ; damos común denominador en el primer miembro, 
x  (x+1) 6 
Q++x _ 5 2x+1 _5 
x (x+1) 6 x +x 6 


Hacemos producto de extremos y medios; obteniendo: 


6 (2x+1) = 5 Ló+x) 
12x+6 = Bx +5x 
O = 5x +5x-12x-6 
O = BxX -7x-6 


Factorizamos el segundo miembro, por el Método del Aspa: 


5 -7x-6=0 
5x +3 —>+3x 
+ 
x -2 —3>-10x 
-7x ...(Cumple) 
Luego: (5x + 3) (x-2)=0 


De donde: 1) 5x+3=0 >= 5x=-3 >= MEE 
5 
ii) x-2=0 => x=2 


. De los dos valores que toma "x", sólo tomaremos el valor positivo o sea 
x=2. 


Los números consecutivos son: x=2 y x+ 1=3. . Rpta. 
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Problema (4): La suma de dos números es 8 y su producto es igual a 2 
veces su diferencia, aumentada en 4. ¿Cuáles son esos números? 


Resolución: 
Sean los dos números: x é y. 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 'x+y=8 ] 2 (01) 


.y=2(x-y)+4 (2) 


De la ecuación (1), despejamos "y": 
ys (8-20) ...(3) 
Reemplazamos la expresion (3) en (2): 
x (8 - x) = 2 [x - (8 - x)] + 4 
x (8 - x) =2 (2x-8)+4 >  x(8-x)=4x-12 


8x - x? =4x- 12 
O=4x- 12 - 8x + x? 


O=x?-4x - 12 ¡factorizamos por el Método del Aspa: 
x -6 —>-6x 
+ 


x +2 —>>+2x 


-4x  ...(Cumple) 
Luego: (x - 6) (x+2)=0 
De donde: 1) x-6=0 => x=6 
li) x+2=0 => x=-2 


. u 


. De los dos valores que toma "x", sólo tomaremos el valor positivo, o sea 
x= 6. 


Luego, reemplazamos el valor de x = 6, en la expresión (3): 


y=8-x > y=8-6 > [y=2| 
Los números pedidos son: x=6 ; y=2 j Apla. 
a E ES - 


Problema 'OL Hallar dos números cuya suma sea 30 y la diferencia de sus 
cuadrados sea 120. 


Resolución: 
Sean los dos números: x é y. 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: | % +y= 30 ..-(1) 
x2 - y? = 120 -.-(11) 
De la ecuación (1). despejamos *y": 
x+y=30 = y=(30-x)  -...(1I) 


Reemplazamos la expresion (111) en (11): 


x -(30-x)P = 120 


xo (30 -2-30-x+x ) = 120 = x -(900-60x+x) = 120 


A -900+60xk 


60x 


Al 


120 = 60x = 120+900 


1 020 
60 


1020 => x= =17 => ..M 


7 
al 
Á] 


Reemplazamos el valor de x = 17 en la expresión (111): 


y=(30-x) => y=30-17 > |y=13 


Los números pedidos son: x=17 ; y=13* Rpta 


Problema (6): Hallar dos números cuya suma sea 10 y la de sus inversos 
5112. 


Resolución: 
Sean los dos números: "x” e "y"; sus inversos son: dd é A 
x sd 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: xa + y= 10. (1) 
lr E oe 
| x AA ZS | 
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De la ecuación (1); despejamos “y”: 


x+y=10 > (8) 


Reemplazamos la ecuacion (3) en (2): 


J + ] ns ; damos común denominador en el primer miembro. 
x (10-x) 12 


(10-3)+x £ “5 10 5 
MOGUER e 08 


x (10-x) 12 x (10-x) 12 


Hacemos producto de extremos y medios, obteniendo: 


18 - 12 = Bx (10-x) ; Sacamos quinta en ambos miembros 
2-12 = x (10-x) 
2 2 
24 = 10x-x => x -10x+24 = O 
x 6 —>-6x 
+ 
x -4  —>$>-4x 


-10x  ...(Cumple) 
Luego: — (x-6)(x-4)=0 
De donde: DD  x-6=0 => x=6' 
ii)  x-4=0 = x=4: 


. Como se observará "x" toma dos valores positivos x = 6 y x = 4 la cual 
podemos tomar cualquiera de los dos; tomemos x = 6. 


Luego, reemplazamos el valor de x = 6, en la expresión (3): 
y=(10-) => y=10-6=> y=4| 


A e +++ AAA 


: Los números pedidos son: x=6; y=4 : Apta. 


Observación: Cuando "x" toma dos valores positivos, sólo se tomará 
un solo valor de "x", el otro valor ya no es necesario tomarlo. 


Problema ): Dos números están en la relación de 2 a 5. Si la suma de 
sus cuadrados es 261. ¿Cuáles son esos números? 


Resolución: 


Sean los dos números; x é y. 


ce 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: E = z (1) 
y 
2 
oó+y = 261 ..(I1) 
De la ecuación (1), despejamos "y": 
£ 
x-2 > 5-2 > MN 
y 5 EE 
Reemplazamos la ecuación (1!) en (11): 
2 
(2) = 261 => x+ Dx = 261 
4 425% = 261- 4 
A E 
26 
2 
Si 2=a Xx =9 0:4:586 
Entonces: x=x+ Va x=z+ 436 
De donde: . iX=6 
+ va | (Soluciones o 6 
raíces de la De donde: ¿x= 6 
— «a | ecuación: x?= a) EREES 
xX=- 


. De los dos valores que toma "x"; x = 6 y x = -6, sólo tomaremos el valor 
positivo; o sea: x = 6 


Luego, reemplazamos el valor de x = 6; en la expresión (111): 


Los números pedidos son: x=6 ; y=15. | Apta. 


Problema (8): Hallar un número que disminuido en su raíz cuadrada dé 20. 
Resolución: 

Sea: x = número pedido 

Del enunciado, planteamos la ecuación: x-— Vx=20 => x-20=yx 


Elevamos ambos miembros al! cuadrado: 


A- BY? = A?- 2AB + B? 


(x—20) = (Vx) > (x— 20) = x 


Binomio Diferen- 


2 2 

cía al Cuadrado. x -2 (x) (20)+(20) = x 
pa xo —40x+400 = x 
x —40x+400-x = 0 
x” —41x+ 400 = 0 

ys -25 —>» -25x 

+ 
se -16 —>» -16x 
-41x 


(x - 25) (x - 16) =0 
De donde: i) x-25=0 = x=25' 
ii) x-16=0 => [x=16 


De los dos valores que toma "x" sólo tomaremos x = 25 y no x = 16; 


pues cuando x = 16; no satisface la ecuación: x - /x = 20, veamos: 
x=Vx=20 = 16-4/16=20 => 16-4%20 


El número pedido es igual a 25. á Rpta. 


A IA 


Problema (Ob Si al denominador de una fracción cuyo numerador es 12, 


se le agrega 3 unidades, la fracción queda disminuida en 2 unidades. ¿Cuál 
es ese quebrado? 


Resolución: 


Sea: % =fracción inicial; donde el numerador: x = 12. 
y 


Luego: qe = fracción inicial 
y 


- Nueva fracción, cuando al denominador se le agrega 3 unidades: 


12 
y +3 


= Nueva fracción 


Del enunciado, obtenemos que: Fracción inicial - Nueva fracción = 2 


12- E =2 ; damos común denominador en el primer miembro 
Mr YE 
12 (y+3)-12y _> E 12/+36-125 _, 14 36 da 
y (y +3) y (y +3) y (y +3) 


Sacamos mitad a ambos miembros: 


36 


2y (y+3) => 18 = y (y+3) 


18 de 3y 


1 


O ¡= y +3y-18 
y +6 —>+6y 


y -3 —>-3y 
+3y  ...((Cumple) 


Luego: (y +6) (y -3)=0 
De donde: 1) y+6=0 = y= 6. 
ii) y-3=0 = y=3] 


» De los dos valores que toma "y" sólo tomaremos el valor positivo o sea: y = 3. 


El quebrado es igual a: es a 


Problema : Una persona compró cierto número de libros por 180 soles. 
Si hubiera comprado 6 libros menos por el mismo precio cada libro le habría 
costado 1 sol más. ¿Cuántos libros compró y cuánto le costó cada uno? 


Resolución: 


Sea: "x" el número de libros 


e Si los "x" libros cuestan 180 soles => cada libro costará: 499) 
x 

e Si el número de libros es: (x - 6) > cada libro costará: 180 0 
x-6 


El precio en el segundo caso es 1 sol más, luego: 
0E. 0. 1 ; damos común denominador en el primer miembro: 
(x-6)  x 
180x -180 (x-6) o de 180x —- 180x +1 080 =1 
x (x-6) x (x-6) 


5 


1x (x-—6) 


1080 = x” —6x 


O = x-6x-1 080 
x -36 —> -36x 
+ 
Xx +30 —> +30x 
Luego: — (x-36) (x+30)=0 en 
De donde: 1) x-36=0 > x=36 


il) x+30=0= |x=-90 


. De los dos valores que toma "x" sólo tomaremos el valor positivo o sea: 
x = 36 y no el negativo x = -30; pues el número de libros no puede ser 
negativo. 


a eres 


- El número de libros que compró es 36 y 
S/.180 _ S/.180 =S/.5 
x 36 


* cada libro le costó Rpta. 


Problema (: El perímetro de un rectángulo es de 30 centímetros, y su 


área es de 54 centímetros cuadrados. Determinar sus dimensiones. 
Resolución: Sabemos que: 
Perímetro [457] = Suma de sus 4 lados 
30 =2b + 2h 


Sacamos mitad a cada término, quedando: 


AS=b+h | (0) 


Además sabemos que: área = base x altura 
q ) E 
54 — =bxh 0) 


De la ecuación (l), despejamos "h": I5=b+h => 15-b=h | .. (111) 
Reemplazamos la expresión (11) en (11); obteniendo: 
54=b(15-b) => 54=15b-b? 
b?- 15b + 54=0 
b -9 —>-9b 
+ 
b -6 —>-6b 
-15b  ...(Cumple) 
Luego: (b-9) (b-6)=0 
De donde: )) b-9=0 = b=9" 
i) b-6=0 = b=6! 


. Como se observará "b" toma dos valores 9 y 6 de acuerdo a la figura 
tomamos b = 9; pues la base es mayor que la altura. 


Luego, reemplazamos el valor de "b = 9" en la expresión (111): 


15-b=h > 15-9=h = 


O 


Problema (2) : Hallar un número entero positivo tal que, al sumario con su 
recíproco dé 37/6. 


Resolución: 


Sea: x = Número entero positivo ; 1/x= Recíproco del número "x" 


Del enunciado, planteamos la ecuación: 


x+ A a ; damos común denominador en el primer miembro, 
Xx 6 obteniendo: 
"EN 
x 6 


6 +1) = 37x => 56x +6 = 37x 
6X - 37x + 6=0 
6 1 —>-1x 
+ 


x -6 —>-36x 
-37x  ...(Cumple) 


Luego: (6x - 1) (x- 6) = 0 


De donde: i) 6x-1=0 => 6x=1 => x= (Número fraccionario) 


:O) [a 


li) x-6=0 => x=6 (Número entero positivo) 


E El número entero positivo es igual a 6. ¡ Rpta. 


AECA 


Problema 43) :La diagonal de un rectángulo es 9 centímetros mayor que 
su ancho y 8 centímetros mayor que su largo. Determinar las dimensiones del 
rectángulo. 


Resolución: 
Del enunciado obtenemos: 
Y d-a=9 =  d-9=a  ..[l) 


”) d-(1=8 => d-B8=1 ..() 


IN 
DU— w —0 


DRA — 8 e pal 


Enel ÁBDC: Aplicamos el Teorema de Pitágoras: 
P=z2+L (IM 


Reemplazamos las ecuaciones (1) y (11) en (111): 


di = (d-9 +(d-8) 

di = (d -2d-9+9)+(d -2d .8+8”) 

d = di -18d+81+d -16d+64 

2 2 2 2 
d = 2d -34d+145 = 0 = 2d - 34d+145-d 


O = d?- 34d + 145 


d -5 —=>-5d 
EE 


d -19 —>-29d 


-34d  ...(Cumple) 
Luego: (d - 5) (d - 29) = 0 
De donde: i) d-5=0 = id=5; 
ii) d-29=0 => d=29 
. Como se observará "d" toma dos valores 5 y 29; sólo tomaremos el 
valor de d = 29 y no d = 5; pues si reemplazamos el valor de d = 5, en (1) 
y (111), resulta que "a" y "£* son negativos y esto no puede ser; ya que las 
dimensiones del rectángulo siempre serán positivos. 
Luego, reemplazamos el valor de d = 29; en las ecuaciones (1) y (11): 
2): d-9=a => "“289“9=a = 20=a 
*") d-B=t => 29-8=l =>  21=1 


“ Las dimensiones del rectángulo son: 


largo (£) = 21 cm; ancho (a) = 20 cm. Rpta. 


Problema 49) : Dos ciclistas parten en el mismo instante para un punto dis- 
tante 90 kilómetros. El primero, que corre en cada hora un kilómetro más que 


el segundo, llega al final del viaje una hora antes que el otro. ¿Cuál es la 
velocidad de cada uno de los ciclistas? 


Resolución: 


Sea: x = La velocidad del segundo ciclista 
x + 1 = Velocidad del primer ciclista 


Para su mejor comprensión construimos el siguiente gráfico: 


V, = (x+ 1) km. Sabemos que: 
(t - 1) horas 
É . Espacio = (Velocidad) (Tiempo) 
AR—————- 90 km ————3B 90=(x+1)(t-1)  ...(1) 
V,=x km/h. Espacio = (Velocidad) (Tiempo) 
: e 90 = xt 
(2) 
x 
Reemplazamos la ecuación (2) en (1): 
90 = (x+1 (2-, => 90 =(x+1) [2-2] 
x Xx 


90%x 20 +xX -90+x = 0 


Xx +x-90=0 
x -9 —>-9x 
+ 
x +10 —>+10x 
+x  ...(Cumple) 
Luego: (x-9) (x+ 10)=0 
De donde: 1) x-9=0 = x=9 


ii x+10=0 => 


» De los valores que toma "x", sólo tomaremos el positivo, pues la veloci- 
dad no puede ser negativa. 


Las velocidades de los ciclistas son: : 


V, = (x + 1) km/h = (9 + 1) km/h = 10 km/h y 
V, = x km/h = 9 km/h Rpta. 


Problema (5) : ¿En qué tiempo llenarían A, B y C un depósito, si "A" sólo 
puede hacerlo en 6 horas más; "B" sólo en 1 hora más y "C* en el doble del 
tiempo? 


Resolución: 
Sea: "t" = Tiempo que demoran A, B y C en llenar un depósito. 
- En 1 hora los tres A, B y C llenarían: 1/t del depósito. 
*) "A" sólo puede hacerlo en 6 horas más osea: (t + 6) horas. 


1 
(t+6) 


- En 1 hora "A" sólo llenará: 


del depósito. 


**)  "B" sólo puede hacerlo en 1 hora más osea: (t + 1) horas. 


1 
(t+1) 


- En 1 hora "B" sólo llenará: del depósito. 


***)  *"C* sólo puede hacerlo en el doble del tiempo osea: "2t" horas. 


- — Enthora"C*sólo llenará: -L del depósito. 
2t 


Luego: L PON 1 a Y 
(t+6) (t+1) 2t t 
1 1 1-01 
+ = =-— 
(t+6)  (t+1) y 2 
(t+1)+(t+6) E 2-1 En 2147 bo ad 
(t+6)(t+1) 2t (t+6) (t+1) 2t 


Hacemos producto de extremos y medios: — 2t (2t+7) 


(t +6) (t+1) 


A4Ú +14t = Ústrót+ó 


Manel Coucñas Naquiete O 


3 + 7t -6=0 
3t 2 —>-2t 

+ 
t +3 —> +9t 


+7 ... (Cumple) 
Luego: (3t - 2) (t+ 3) =0 
De donde: 1) 3t-2=0 => 3t-2 =» t=2. 
AS 


i) t+3=0 = MEA 


. De los dos valores que toma "x" sólo tomaremos el valor positivo osea: 
t = 2/3, pues el valor negativo no se toma ya que el tiempo nunca puede 
ser negativo. 


El tiempo en que llenarían A, B y C un depósito es 
' det=2/3 de hora que convertidos a minutos equi- 


- vale as hora = 00 min. = 40 min. E Rpta. 


AAA A PQ E 


Problema : ¿Qué edad tengo si hace 14 años era la raíz cuadrada de la 
edad que tendré dentro de 16 años? 


Resolución: 


Sea: Mi edad actual = x 
Mi edad hace 14 años = (x - 14) 
Edad que tendré dentro de 16 años = (x + 16) 


Del enunciado, planteamos la ecuación: 


(x-14) = Vx +16 ; elevamos el cuadrado ambos miembros: 


2 
(x-14y = (vx+16) > Xx -2x- 14+(14) = x+16 
Xx -28x+196 = x+16 
Xx -28x+196-x-16 = 0 


a 


-29x +180=0 
Xx -20 —> -20x 
+ 
x -9 —><Y-9x 


-29x ... (Cumple) 
Luego: (x - 20) (x- 9) =0 


De donde: i)  x-20=0 => x=20 
ii)  x-9=0 = | =9 
. De los valores que toma "x" sólo tomaremos x = 20; ya que al reempla- 


zar x= 9; en la ecuación: (x - 14) = x +16, nosatisface dicha ecuación; 
veamos: 9-14 = v/9+16 


-5 % 5 (Falso) 


La edad que tengo es de 20 años. Rpta. 


AAA A Dai lA 


Problema (47) : En una división el dividendo es 438, el divisor es el triple que 
el cociente y el residuo es la mitad del cociente. Hallar el cociente. 


Resolución: 


Sea la división: Dividendo | divisor 
Residuo Cociente 


Por propiedad en la división inexacta: D=d. ¿ 


Luego: 438 =3x -x+L +2 Mos=3x +2 
2 2 
2 
O = 6x +x-876 
6x o: 
+ 


X -12 —> -72x 


x ...(Cumple) 


Luego: (6x + 73) (x - 12) =0 


De donde: i) 6x+73 = 0. =>. x= ii) x-12=0 = x=12: 
pr A 


. De los dos valores que toma "x", sólo tomaremos el valor positivo osea 
x=12. 
. 


El valor del cociente es igual a 12. Rpta. 


7 RL A id le > MURAL DS id HI ME ci — 


| TALLER DE 


EJERCICIOS N£ 


: L. Resolver las siguientes ecuaciones incompletas de segundo grado: 


la) x?-81=0 


b) 2-13=12 
lc) M%-4=28+ d) *-121=0 
le) 3(2-11) +2 (2-7) = 38 1 5(02-7)=3(4+x)+5 
lg) 22+8=0 | h)3x+75=0 
11) 4%+20=4 3) 4-3x=0 


. | 
Uk) 22-10x=0 Ly $ -4X,Xp 
| | 3 3 3 


ll. Halla, por factorización, el conjunto solución de: 


b) 2+19+84=0 

d) 4x2 - 42x =7x -12 
f 2x(x+3)=7 (x + 4) 
h) 6 + 5x? = 15x - 4x? 

j) 2 +28x= 4x2 + 9 


| a) x2+11x+24=0 
c) 2x2 + 13x+6=0 
le) x(x-3)=2(x+7) 
lg) 3? + 6x = 32 + 2x 
i) ?2-21x+90=0 
24x_ 24 
x-8 x-4 
m) 2x? - 11x-21=0 
li ñ) 6x-x2+27=0 


KK) Il)  (x+ 5) (x - 2) = 4 (2x - 1) 


n) 38x + 13 - 3x?=0 
0) x2 + 144 = 25x 
x+3_ 5x 
x+2 x3+6 


Pp) 


PÉ_Á A —— z—_———— ———__—_—— 


EC Matemática E, Era 
IL. Halla, aplicando la fórmula general, el conjunto solución de: 


x*-10x+1=0 b) *-6x+1=0 

5% -8x+2=0 d) 3x?-6x+5=0 
5x2 +14x-6=0 f 3%-10x+6=0 
2x2 - 12x+4=0 h) 72 +8x-3=0 


3 +4x-6=0 j) %?-16x+4=0 


3 -8Bx+1=0 y PE aa 
x+1  x-2 
m) (x + 5? + (x+ 3) =5 n) (2x + 5? - (x+ 3)? =2 


ñ) 4x-2-8=0 0) (x- 3)? + (x - 1)? =0 


IV. Completa la siguiente tabla, sabiendo que la ecuación que se den a continua- 


ción son de la forma: ax? + bx +Cc=0 
Naturaleza de sus raíces 


=0 Ela | 
x-5x+6=0 1 
CERA 
CC 
EIN AN 


18 - 12x = 2x? 


V. Hallar la suma y el producto de las raíces de las siguientes ecuaciones 
cuadráticas: 


2x-3x+4=0 b) x?-3x+6=0 
3x? - 3x+ 2=0 d) 2x-3x+9=0 
52+x-2=0 f) 22-5x+9=0 
2 4+2x-3=0 | h) 42-6x+7=0 


3-2 12=0 j) 6x-x+9=0 


222 Maat Eareñas Maguiche 
| VI. Formar las ecuaciones de segundo grado cuyas raíces se dan a continua- 
ción: 


a) x,=5;x=-3 


c) x,=3x=1 


e) Xx 


g) x =3+V2 ; x, =8-v2 h) x =2+4; x =2-i 
1 1 2 


íi) x, =a+b;x=a-b Y x,=6 ; x=-10 


Y 


.: Hallar dos números conociendo su suma (S) y su producto (p), dados a con- 
tinuación: 


a) S=16;p=8 b) S=14;p=36 
c) S=16; p=42 d) S=10;p=-16 
e) S=8;p=24 f S=-4;p=-18 


lg) S=12;p=30 


VII. Resuelva, completando el cuadrado, las siguientes ecuaciones: 


b) 3x2 + 14x-5=0 
d) 5x*-2x-3=0 


a) *-12x+20=0 
c) 2x2 -2x-1=0 
e) 4x? = 28x - 49 
9) 3xX* +5x-2=0 


j) 44-x=3 


i) 22 -6x+3=0 
| k) -3x2+2x+3=0 Il) 3x-x-5=0 
m) 5x? - 2x- 16=0 n) 9x?=6x - 1 


ñ) 3x*+x-1=0 0) 5x? = 13x +6 


: IX. Halla el conjunto solución; de las siguientes ecuaciones, aplicando el proce- 
ú dimiento que prefieras: 


XL. 


| a) x= 144 


c) (x + 5)? = 196 


| e) (3x-1?=2 


e 2 
g) (2-1) = 49 


|) (5x- 4)2= 1296 


Resuelve los siguientes problemas: 


i) (8x- 2)? =1849 


Halla el conjunto solución de cada ecuación: 


b) (x - 3)? = 64 
d) (2x + 3)? = 289 
1) (4x + 5)? =441 


2 
h) [£+2) = 36 
3 


Problema(1): La suma de dos números es 35 y su producto es igual a 


294. Hallar los números. 


Problema lO: Hallar dos números enteros positivos, cuyo producto sea 700 


y cuya diferencia sea 15. 


Problema 6: Si a un número se le suma su cuadrado, el resultado es 42. 


Determinar el número. 


Problema O: Obtener dos número enteros consecutivos tales que su pro- 


ducto sea 182. 


aa Panuel Coveñas laguicieÓ 


1 
Ed 


Problema 6): La suma de un número y cuatro veces su recíproco es 20/3. 
Determinar el número. 


Problema(6) Un número excede a su cuadrado en 2/9. ¿Cuál es el núme- 
ro? 


Problema (7) Obtener dos números enteros pares consecutivos cuyos 
cuadrados sumen 452. 


Problema(8+ Un número es la mitad de un segundo número, más 3; y la 
diferencia de sus cuadrados es 495. Hallense los números. 


Problema Ol ¿Cuáles son las dimensiones de un rectángulo que tenga 
un perímetro de 40 centímetros y un área de 96 centímetros cuadrados? 


Problema (0): Un rectángulo es 3 unidades más, largo que ancho, y su 
área es de 180 unidades cuadrados. ¿Cuáles son sus dimensiones? 


Problema?) : El largo de un rectángulo excede al duplo de su ancho en 3 
centímetros. Hallense las dimensiones del rectángulo, si su área es de 65 
centímetros cuadrados. 


Problema (42): De dos números, uno es 4 unidades más que el otro. Si la 
suma de sus recíprocos es 3/8. ¿Cuáles son los números? 


Problema (43): La diagonal de un rectángulo mide 30 centímetros, y la me- 
dida del largo es justamente 6 centímetros mayor que la medida del ancho. 
Hallar el perímetro del rectángulo. 


Problema (14) : El denominador de una fracción es 5 más que su numera- 
dor. Si se suma 3 al numerador y al denominados, la fracción resultante es 5/ 
36 más que la fracción original. Obténgase la fracción original. 


Problema (45) : El numerador de una fracción es 2 menos que su denomina- 
dor. Si se aumentan en 3 el numerador y el denominador, la nueva fracción 
excederá a la tracción original en 1/3. Determinar la fracción original. 


Problema(18) : Una formación escolar está compuesta por 104 alumnos, 
dispuestos en filas. El número de alumnos de cada fila es cinco más que el 
número de filas que hay. ¿Cuántas filas hay? 


Problema 47) : Una persona compra cierto número de lápices por 360 so- 
les, si cada lápiz le hubiera costado 2 soles menos, hubiera comprado seis 
más. ¿Cuánto le costó cada lápiz? 


Problema 48) : Varios amigos alquilaron un microbús en 400 soles para una 
excursión, a pagar por partes iguales, pero faltaron 2 de ellos y tuvo que 
pagar 10 soles más cada uno de los que asistieron. ¿Cuántos hicieron la 
excursión? 


Problema 49) ¿ Dos números están en la relación de 7 a 5. Si la diferencia 
de sus cuadrados es 216. ¿Cuáles son esos números? 


Problema eo) : La suma de dos números es 14 y su producto es igual a 3 
veces su diferencia, aumentada en 9. ¿Cuáles son esos números? 


Problema y) : Un tubo "A" demora 8 minutos más que un tubo "B" en llenar 
un estanque, y los dos juntos demoran 3 minutos. ¿Qué tiempo demorará 
cada tubo separadamente? 


Problema e2) : Mi hija es 22 años menor que yo, dice un Padre, y el produc- 
to de nuestras edades excede en 662 a la suma de las mismas. ¿Qué edad 
tiene mi hija? 


Problema (23) : Hallar un número que sumado con su raíz cuadrada de 90. 
Problema : Dos llaves llenan juntas un estanque en 2 6/7 minutos, y la 


primera sólo demora 6 minutos menos que la segunda. ¿Qué tiempo demora 
cada una? 


Problema 5) : Un conductor de automóvil pudo haber efectuado un viaje 
de 225 km. en media hora menos, si hubiera viajado 5 km. por hora más 
rapidamente. ¿Con qué velocidad viajó? 


RESPUESTAS TALLER (46 


pe 


€) CS. = (-4; 4) 
1) C.s.= [-/26 ; /26) 


i) CS. = (21; 21) 


"est jo: a 
5 


a) C.S.=(-9, 9) 
Qe 
d) C.S.= (11; 11) 


b) CS. = (5; 5) 
e) C.S.=[-/17 ; 17) 
CS. = (5i; 5) 


9) C.S. = (-2i; 21) 


j) CS.= (o; 2 
4 


CS. = (0; 5) 


0 a) C.S. = (-8; -3) C.S. = (212; -7) 


h) C.S.= : 2) 
3 
E o) k) C.S. = (-8; 12) 
m) C.S. = 17 : 7) n) C.S. = 2 ; 
2 3 


o) C.S.=(9,16) | p) C.S.= 2. 


a) CS=([5-24/6 ; 5+246) 


c) C.S= (EE : 468) 


A 2: a) 
2 

i) CS. = (6; 15) 

1) CS. = (-1; 6] 

ñ) C. S.= (-3; 9) 


q) C.S. = (-5; 2) 


ñ) C.S.= [2 (1-1); 2 (1+1)) 0) C.S.=(-1;5) 


Do CS. = (2; 10) b) C.S.= (: 3 


1) 
4) 13y14 


7) 14y16 
10) 12y 15 


13) 84 cm. 


16) 8 

19) 21y 15 
22) 18 años 
25) 45 km/h 


d) C.S.= 


f C.S.= 


5) 


2) 35y20 


5266 
3 


8) 28y17 
11) 13y5 
14) 2 

9 


17) 12 soles 
20) 11y3 
23) 81 


E 


(5-4113.; 5+y13) 


9) 12y8 
12) 4y8 
15m. 

3 


18) 8 
21) 12 y 4 min. 
24) 4 y 10 min. 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trílce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


O) sia y 'b son las raíces de: x? - 2x - 15 = 0. Hallar: (a + b) (a? + b?) 


A) 47 B)9 0) 52 D) 26 E) 68 
Resolución: 
+ Dela ecuación: xXx? - 2x - 15=0  ;¡factorizamos, aplicando el Método 
] ] del Aspa. 
Xx -5 
Xx +3 


Donde: (bx - ñ (+ > = 0; igualamos cada factor a cero. 
Y) x-5=20 => x=b > 
mi_x+s=o = MB; 


Luego: — (a+b)(a2+b2) = [(5) + (-3)] [(5)? + (-3?] 
= (2) (34) = 68) Rpta.E 


2.) Si: x, y x, son las raíces de la ecuación: 2x? + mx + 30 = O. ¿Para qué valor de 


x 
“mn" la relación de las raíces es: —L = 2 
Xx 5 
2 
A)8 B) 10 C)15 D) 16 E) 20 
Resolución: 
+ Dela ecuación: 2x2 + mx + 30=0 Dada la ecuación: 


al+bx+c=0 


dlxsx =D 
á 2 a 


xa = E 
A 


ix -x = —=15 
1 2 


. Dela condición: — = 


Reemplazamos (l) en (ii): 


Reemplazamos (l) en (i): 


m 8 A 
3% ¿xk =- UM EU Zn 


52. 2 2 5 2 2 16] 


Reemplazamos el valor de x, = -5; en está última expresión; obteniendo: 


-5m | 
=> . ¡f6=mf Rpta.D 


[3.) Encontrar el valor que puede tomar "p" para que en la ecuación: 
3x + (p+11)x+24=0 


Su conjunto solución sea: (r; 2r) donde: r>0 


A) -30 B) -29 C) -25 D) -22 E) -20 
Resolución: 
+ De la ecuación: 3x? + (p+11)x+24=0 
¡) X +X _ Hp +11) > A Pad 
T 2 3 3 907 
ix - x A a rasa Wa a r=:42 


Reemplazamos el valor de r = 2; en (i): 


18=-p4M = - p=-20| Rpta. B 


2- (p +11) 
9 


Ex y x" son las raic cuación: x* + bx +a=0. 
Si: x y x” son las raices de la ecuación: x? + bx + a = 0 


Hallar: P=a(b+x)!+a(b+x")* 
A) 1 B)a C)b D) ab E) b/a 
Resolución: 


+ Dela expresión: P = a (b+x) +a (b+x")” ; Obtenemos: 


P = a ; damos común denominador. 
(b+x') (b+x") 
Pp -= a(b+x")+ a(b+x') _ a(b+x"+b+x) 
(b+x') (b+x") b”+b Qe) ox" 
a (2b+x'+x") 
A |)! 
bo+b (xxx - ox" 
* De la ecuación: x+bx+ra=0 
Y x+x = ¿2 2 X+x"=-—b 
1 
Dx - x= Ei > [Xx yl 


Reemplazamos (1) y (ii) en (1): 


p - 21b +cbJ] _ 410) 


A ¡P=b Rpta. C 
b +b(-b)+a Á 
2/5 2 X 
[5.) Resolver: [212 +33 +0[1) = ¡ze 0 
A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5 
Resolución: 


La ecuación, se puede escribir de la manera siguiente: 


2-22 


[ara rotiro 2] za * 


[+3 191526)" = 3 


mm 
[Lo] 
“5 

AS 

Pp 
am 
' 
w 
x 
1 
1 


| 
w 
l 
[dr] 
8 
e) 


Por comparación de bases y exponentes: 


dr SÍ 0O=x - x - 2 


J J 
Xx -2 
Xx +1 
Donde (x-2) (x+ 1)=0 
)  x-2=0 => ix=2] ii x+1=0 = [x=1] 


, El conjunto solución de dicha ecuación: C.S. = (2) 


¿En: x? + 2x + m = 0; que valor deberá tener “m" para que represente la 
diferencia de las dos raíces? 


A)2 B) 2+24/2  C)-2-24/2  D)-2 E) 2 respuestas 
Resolución: 
» De la ecución: x2+2x+m=0 


i) Xx +X,=-2 - 
1» Por Dato: xXx Xx=m: .--(1) 
)  x,-=m ; 
Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (1): 
(ex Y =(2) => x?+x?+2x -x =4 
1 2 1 2 1) 2, 
m 


2=4-2m  ...(11) 


xx 
14 2 


Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (1): 


2 2 

(x-x)P=W => x*%+x*%-2x -x =m 
1 2 1 2 1 2 
e 


m 


2 
x2+x2=m +2m  ...(1) 
; 1 2 


. Igualamos las ecuaciones (11) y (111): 


m? + 2m = 4 - 2m => m*+4m-4=0 


De esta última ecuación, obtenemos: 


e 
A+ (4) 4 (4) 


m= — Dada la ecuación: Í 
2 (1) 
al+bx+c=0 
_ 444 Y2 _ 2 (2242) 
2 2 


m=-2+24/2 i 


Entonces: 


pe —b+1b” - 4ac 


3 
í 


24242; 


17 Si a un número se le hace 3 nl veces su valor resulta la mitad de su cuadrado, 
2 


más 3. ¿Cuál es el número? 


a) Li137 pyo q) 45+1 D)6 E)3 
2 2 
Resolución: 


Sea el número pedido = x 
+ De acuerdo al enunciado, planteamos la siguiente ecuación: 


1 1 


2 
3 rr = pe +3 ; damos común denominador: 
TÉ É 6 2 
x= 22 > 7x=x +6 ; transponemos términos: 
2 2 


Matemática El o AS1| 
O=X? - 7x+ 6 
] 1] 
x -6 
x -1 
Donde: Q- 6) (x-1)=0 
)  x-6=0 = Íx=6| : ii) x-1=0 = xeT 


El número pedido es: 6 ¡ Rpta. D 


Determinar los valores de "K” para los cuales la siguiente ecuación: (4 - Kp? 
+ 2Kx+ 2 = 0; tiene raíces iguales. Dar como respuesta uno de ellos. 


A) 1 B) -2 C) 4 D)3 E) -4 
Resolución: 


» Dela ecuación: (4-K)2+2Kx+2=0 


DY xx = ¿K . > iii dls 
1 2 4-K AA de 
NA 4... 
NS: E Tr 
+ Como la ecuación tiene raíces iguales: EG | 
Luego: 
Def x= H > m-H MA y 
1.1 K-4 T Kk-4 1 K-4 
De (ii): xx =-—2— = MEE 10 
1 AX vo 4K 


Reemplazamos (1) en (11): 
2 2 , 
K 2 K 2 E 
l=tT >» = A - B?=(B -AJ? 


É 1 
K +4 
y 


Donde: 25 


i) K+4=0 => [REA y k-2=0 => 


Uno de los valores de "K" es: -4 Rpta. E 


Si: "r" y "s" son raices de la ecuación: ed ia ; entonces: 
ab a+b+x x 


r? + s?; es igual a: 
A)a+b B)al+b?  C)a?-b? D) (a - by? E) (a + b)? 
Resolución: 


» Dando común denominador en el segundo miembro, obtenemos: 


a+b x- (a+b+x) 


ab (a+b+x)- x 
(a+b) _ _ —(a+b) a y 108) - ab 
ab (a+b+x)- x (a+5b) 
(a +b) x+x = -ab 
x +(a+b) x+ab = 0 
Donde: —i) r+s=-(a+b) ; ti)  r.s=ab 


+ Elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (i): 
(r + s)? = [-(a+b)? 
P+2s+8s.=a?+2ab+b?  ...(Il) 
Reemplazamos (ii) en (I!I): 1? + 2ab'+ s? = a? + 266 + b? 


| rra ro? | Rpta. B 


10) Si: x, y x, son las raíces de la ecuación: x? - 2x + 6=0. 


2-x  2-x 
Hallar el valor de: E = 1+ 2 
2+x —2+x 
1 2 


A) 4 B) -2 C) -2/7 D) -4/7 E) 3 
Resolución: 


» De la expresión "E"; obtenemos: 


(2-x ) (2+x )+(2-x ) (2+x) A E A-D+B-C b 
pre Ha 2 a A E is 


] (2+x) (2+x,) 


e Efectuamos los productos indicados; obteniendo: 


ho A ES 


4+2X +2X +X -x 
2 1 1 2 


8-2x -x 
Es —_—_—_—_——_—_— _—_—— 
4+2 p +X )» -X 
1 2 1 2 
« De la ecuación: x2-2x+6=0 
ll ai 
hy ue 2 > [xx =2 
1 MIE AA 
DE > XX. =06 
1 Edd | 37 2 


Reemplazando (i) y (ii) en (1); obtenemos: 


E=- 206) 242.25 . A pta C 
4+2 (2)+6 14 7 


Q En la ecuación: 2x? - (m - 3) x+(m- 1)=0 


¿Qué valor debe darse a "m" para que las raíces difieran en uno? 


484. Hanuel Coueñas ole E 


A)2 B)6 C)9 D) 11 E) 13 
Resolución: 
« Dela ecuación: 22 - (m-3)x + (m-1)=0 

DY x+x = (m3) 

a 2 
um» Dato: xx =1 
ER m-1 
Dx x= — ba 
1 2 2 Donde: ¿x=X;-1. (iii) 


Reemplazamos (iii) en (): x + (x 19 = 1-3 
1 1 


1 2 1 4 
Reemplazamos (iii) en (ii): -- (11) 


Reemplazamos (l) en (11): 


El 


4.5 ECUACIONES BICUADRADAS | 


4.5.1 ECUACIONES TRINOMIAS: 


=2 => .. m=13; Rpta.E 


Son aquellas ecuaciones que constan de tres términos y son de la forma: 


axó" + bx” + € = 0; donde el primer término después de ordenado en forma 
descendiente con respecto a la variable "x", su exponente es el doble con 
respecto al exponente del segundo término, el tercer [primo es el término 
independiente. 


Ejemplos de Ecuaciones Trinomias: 
24 -TÉ+6=0 ; 6x8+2x%-8=0 ; 5xé-6xB+1=0 
A A E A / 


Ec. Trinomia de Ec. Trinomia de Ec. Trinomia de 
Cuarto Grado Octavo Grado Sexto Grado 


4.5.2 ECUACIÓN BICUADRADA: 


Existen ecuaciones de grado superior al segundo, que mediante un cambio 
de incógnita (Cambio de Variable) se reducen a ecuaciones de Segundo Gra- 
do. Un caso notable es el de la Ecuación Bicuadrada que es de forma: 


aa) 


Mediante el cambio de variable: x? = y; la ecuación se escribe así: 
a LéYy +b bó)+c =0 = ay +by+c=0 


be vb? —4ac 7) 


Luego: y = 
2a 


Reemplazamos la expresión (1), en la expresión: x? = y; obteniendo: 


e bt vb” -4ac 


De donde: 


Ejemplo (1): Resolver la ecuación: x* - 13x2 + 36 = 0 


Resolución: 


La ecuación dada se puede escribir así: póy -13 bé) +36 = O 


i 


Hacemos cambio de variable. | x?=y ---(8) 
Reemplazamos (II) en (1): 


y -13y+36 = 0 


1 


(18) (13) 4 (0) (36) 19% /T60—144 


Ma 2 (1) 4 2 


cl Gora Haga 


_ 134/25 _ 13151 > o 


o 


*)  Reemplazamos el valor de y = 9, en la expresión (I1): 


=y > =9 => x=1/9 > x=83 


**)  Reemplazamos el valor de y = 4, en la expresión (11): 


=y > 0=4 > x=1V4 > x=32) 


E El conjunto solución de la ecuación: NR 
x” - 132 + 36 = 0 es: C.S. =(+3; -3; +2; -2) Rpta. 


4.5.3 NÚMERO DE RAÍCES DE UNA ECUACIÓN BICUADRADA 


Como el grado de una ecuación indica el número de raíces ó soluciones de 
la ecuación, entonces una ecuación bicuadrada que es de grado 4; tendrá 4 
raíces ó soluciones. En el ejemplo anterior hemos notado que la ecuación: 
Xx - 13x2 + 36 = 0; tiene 4 raíces. 


4.5.4 PROPIEDADES DE LAS RAÍCES DE UNA ECUACIÓN BICUADRADA 


1. Suma de las raíces: X +x +4xX+x = 0. 
IR 


2. Producto de las raíces: 


3. Suma de productos binarios: 


4.5.5 RESOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN BICUADRADA 


Una ecuación bicuadrada puede resolverse por factorización o por aplicación 
de la fórmula general de las ecuaciones de segundo grado. 


EL Matemática E “anT 


Ejemplo Q): Resolver la ecuación: x* - 10x? + 9 =0 


Resolución: 
Factorizamos el trinomio x* - 10x2 + 9; aplicando el Método del Aspa: 


Xx -10x2 49=0 


1 1 
x? -9 —> -9x 

+ 
e 1 —> -1é 


-102 ...(Cumple) 


Luego: (2-9) (1? - 1) = 0; igualamos cada factor a cero. 


i) xXx -9=0 => x= > x= +49 > MEM 


ti) -1=20.> X=1 > x=+V1> |x=+1: 


- El conjunto solución de la ecuación: 
: Xx - 10x? + 9 =0' es: C.S. = (3; -3; 1; -1) 


Rpta. 


Ejemplo 6: Resolver la ecuación: 4x* - 17x2 + 4=0 


Resolución: 
Factorizamos el trinomio: 4x* - 17x? + 4; aplicando el Método del Aspa: 


4 - 172 +4=0 


1 1 
4x2 1 —>.x2 

: 
x?2 -4 —>-16x? 


-172 ...(Cumple) 


Luego: — (4x?-1)(2-4)=0;  ¡gualamos cada factor a cero. 


ii) Sa =D > x=4 > x=1V4 > Xx=3+2 


: El conjunto solución de la ecuación: 4x% - 17,2 É 
j 5 
-+4=0;es:C.S.= (2. == 25-2) Rpta. 
j 22 

Ejemplo (a): Resolver la ecuación: x* - 16 = 0 

Resolución: 


2 
La ecuación dada se puede escribir asi: (4) - (ay =0 


- 2 (2 ¿ 
Por Diferencias de Cuadrados: : y) -(8”) o (A? + B”) (A? - B”) 


Obtenemos: 
2 Y 2 2 2 y 
E ) —-(4) =0 = (x +4) (x -4) = 0 ; igualamos cada factor a cero. 


D) A ATT x= +4 =>+2 


iD X-4=0 >-x=4, = x= H4=20 


- El conjunto solución de la ecuación: 
Rpta. 


Ejemplo (5): Resolver la ecuación: 9x* - 25x? + 16 =0. 


Resolución: 


- La ecuación dada se puede escribir así: 9 (x) —25 (x")+16=0 ...(1) 


Hacemos cambio de variable: x2=y (2) 


Reemplazamos (2) en (1); obteniendo: 


gy -25y+16=0 ¡aplicamos la fórmula general de segundo grado. 


_ (25):+ (25) — 4 (9) (16) _ 25+(625—576 


2 (9) 


y 
y = 252/49 _ 2547 | 
18 18 y 2858 
18 


*)  Reemplazamos el valor de y = 16 
9 


en la expresión (2): 


**)  Reemplazamos el valor de y = 1; en la expresión (2): 


El conjunto solución de la ecuación: 9x* - 25x2 + 16 = 0; 


005. (2; ad 151) 
ES 


TALLER DE e 


EJERCICIOS N* (47) 


LL. Resuelve las siguientes ecuaciones por el método que prefieras: 


b) “+3x-4=0 
d) 25x* - 29x? +4=0 
f 44-132+3=0 


la) “-8x-9=0 
c) x“- 202 +64=0 
e) x*-625=0 


9) “-256=0 h) 44 -172+4=0 
i) x*-8x2-9=0 i) 9 -37%+4=0 


k) x* - 41x? + 400=0 Il) 5 -47x2+18=0 
m) 2x% + 20x? + 48=0 n) 9x- 40x2+ 16=0 
ñ) 18x* - 27 +4=0 0) 3x*+8x?-3=0 


IL... Hallar la suma y el producto de las raices de las siguientes ecuaciones: 


a) xX-5x2+6=0 b) 4 -172+4=0 

Cc) 9 -37x?+4=0 d) 2x*- 12? +10=0 

e) 4x4+3x2-1=0 D -122+16=0 

9) xi - 41x? + 400=0 h) 3x* - 26x? -9=0 

i) 3x*- 10x?-4=0 Y 2x+7x2-1=0 
 k) m?x*- (2m*+ 1)x2+2m?2=0 1) 44 +9a? x? - 10081 =0 
| m)xé-42+3=0 n) 9xí -49x2 + 20 =0 

ñ) xi - 5a? x?2 + dal = o) 21x* - 25x?-4=0 


RESPUESTAS TALLER ¿47 


O » os = 63: 3: -i: i) lb) CS. = (-1; 2; -21; 21) 
c) C.S. = (-4; -2; 2; 4) id) C.S. = 2 dali 
e) CS. = (25; 5; -5i; 51) f) C.S.= 2 ps Y3 ; -5| 
a. 


9) C.S. = (-4; 4; -4i; 41) h) C.S.= 4 q 5 


j) C.S.= E A de 2) k) C.S. = (-5; -4; 4; 5) 


Y CS.= pz; :-3; a) m) C.S.= (-2i; —V6i; 2i; v6i) 


4.6 ECUACIONES IRRACIONALES 


A 


Una ecuación es Irracional si la incógnita esta bajo un signo radical. 


Ejemplo: 


Estas ecuaciones se llaman Estas ecuaciones se llaman 
Ecuaciones Irracionales Ecuaciones Irracionales 
Simples Compuestas 

Estas ecuaciones contienen Estas ecuaciones contienen 
radicales cuadráticos radicales cúbicos. 


4.6.1 RESOLUCIÓN DE ECUACIONES IRRACIONALES CUADRÁTICAS 


Consideramos dos casos: 


13: Mo CH Cuando la ecuación tiene sólo un término con una 
variable en un radicando. 


- Se procede de la siguiente manera: 


1.  Seaisla en el primer miembro al término que contiene la variable en el 
radical 


2. Se eleva cada miembro de la ecuación a la potencia entera igual al 
indice de la raíz. 


3.  Seresuelve la ecuación resultante y se verifican los resultados. 


Ejemplo :  Resolverla ecuación: x=2-Wx 2 
p 


Resolución: 


- Aislamos el radical: dx -2 = 2-X 


"IN 22727977927 


- Elevamos al cuadrado ambos miembros: 


2 
(de -2) = (2-xy 
AÁ-2 - 2-2 (xk 
2 = 4-4x > 4x = 442 > 4x = 6 
Simplificando: x = E > $ 
A 2 as: 
[Comprobación: 
2 3 3Y 9 
x 24Ax -25 Y Sho. (3) 22 91 M9 
2 a 4 
$ Y AE e ep 
a 4 2 
3, L=h0,08 
2 2 2 


El conjunto solución de la ecuación: x= 2— y x -2 y es: E) 1 Rpta. 
2 


Ejemplo (2): — Resolver la ecuación: x-v/x-6 = 0 
Resolución: 
La ecuación dada, se puede escribir así: x-6 = dx 
Elevamos al cuadrado ambos miembros: (x= ey = (dx y 
xi 2x:6 +6 = X 
2 
Xx -12x+36 = x 
Factorizamos por el método del aspa: x? - 13x +36=0 
] 1 
Xx -9 —> -9x 
+ 
Xx -4 —> -4x 


-13x ...(Cumple) 


Luego: (x-9) (x-4)=0 
De donde: 1) x-9=0 => x=9 


ii) x-4=0 = Íx=4 


x=9| => x-vV/x-6=0 = 9-4/9-6=0 
9-3-6=0 


-...(Proposición Verdadera) 


Para: A x-vVx-6=0 > 4-/4-6=0 
4-2-6=0 


.-. (Proposición Falsa) 


Ejemplo 6: Resolver la ecuación: 3x+vV/x-1 = 7 


Resolución: 
Pasamos "3x" al segundo miembro: x-1 = 7-3x 
2 
Elevamos al cuadrado ambos miembros: (y x- 1) = (7- 3x) 


x-1 


7 -2 (7) (3x)+(3x)” 
Xx-1 = 49-42x+9x 


Factorizamos por el método del aspa: 0=9x? - 43x + 50 


y y 
9x -25—> -25x 
XxX -2 —> -18x 


-43x 


Luego: (9x - 25) (x- 2)=0 
De donde: 1) 9x-25=0 > 9x=25 = x== 


ii) x-2=0 > x=2 


> 3x+v4x-1=7 = 


.. (Proposición 
Falsa) 
Para x=2 => 3x+Vx-1=7 => 3(2)4V2-1=7 
6+1=7 
sz) .- (Proposición Verdadera) 


El conjunto solución de la ecuación: 3x + V/x—1=7; es: (2) Rpta. 


SOLUCIONES EXTRAÑAS EN UNA ECUACIÓN IRRACIONAL 


En los ejemplos anteriores 2 y 3; hemos obtenido dos valores para la variable 


“x”; pero al hacer la comprobación sólo un valor para "x" nos ha conducido a 
una proposición verdadera, y el otro valor nos ha llevado a una proposición 
falsa; llamándosele "Solución Extraña". 


poe: Ce BH Cuando la ecuación tiene más de un radical cuadrático. 
Para resolver estas ecuaciones se procede de la siguiente manera. 


1.  Seaisla un radica! de preferencia el más complejo. 


2. Se eleva ambos miembros de la ecuación al cuadrado y se simplifica la 
ecuación resultante. 


3.  Serepiten los pasos anteriores hasta que se eliminen los radicales que 
contienen variables. 


4. Se resuelve la ecuación resultante y se verifican los resultados. 
Ejemplo ' Resolver la ecuación: Vx +V2x+1=5 
Resolución: 


1.  Seaisla un radical: V/2x+1 = 5-Wvx 
2.  Elevamos al cuadrado ambos miembros: (vV2x+ y =(5- Áx y 


2x+1 = 5-2 (5) (Ax) +(4x) 
2x+1 = 25-10dx+x => x = 24-104/x 
Aislamos el radical que aún queda: 10/x = 24 — x 


Elevamos ambos miembros al cuadrado: (104/x y = (24- xy 


100x = (24) -2 (24)x+x" 


5 


100x = 576-48x+x 


Factorizamos por el método del aspa: 0 x” -148x+576 


1 1 
XxX -4 ——>-4x 
+ 
XxX -144—> -144x 


-148x 
Luego: (x - 4) (x - 144) =0 


De donde: i) x-4=0 = x=4|; ii) x-144=0 => x=144 


Comprobación: 
Para: x=4 > Vx+V2x+1=5 = Ya +./2 (49+1 = 5 
243=5 >= .-.(Proposición 


Verdadera) 


pa 


496 Uanel Coveñas Naguicheó 


Para x=144 => Wx+V2x+1=5 => 1144 +4/2 (144) +1=5 
12+17%5 => ... (Proposición 
Falsa) 


y El conjunto solución de la ecuación: Vx +V2x+1=5 ; es ON Rpta. 
h 3 ADA 


Ejemplo e: Resolver la ecuación: Vx+7 +V/x-5 =V/2x+18 


Resolución: 


- Elevamos ambos miembros al cuadrado: 


e 3 > 


- En el primer miembro, aplicamos: | (A+ By - An +2AB+ B? ; Obteniendo: 


Wxr7y +2 dx 37 Ax 5+(Adx—5) = 2x+18 
x+7+4+24(x+7) (x-5)+x-5 = 2x+18 
24242 (x+7) (x-5) = 2X+18 


2 (x+7) (x-5) = 16 ; simplificamos: 


(x—7) (x-5) 8 


- Elevamos ambos miembros al cuadrado: ES +7) (x-— 5) = (ey 
(x+7) (x-5) = 64 


! 
o 
hh 


x —5x+7x-35 


! 
o 


- Factorizamos por el método del aspa: xXx +2x-99 


1 1 


Xx -9 —> -9x 
+ 


Xx +11-> 11x 
2x 


Luego: (9) (x+ 11)=0 
De donde: i) x-9=0 == x=9 ; ii) x+11=0 = x=-11 


Comprobación: 


Para: x=91 => Vx+7 + Vx-5 = /2x +18 
V/9+7 + /9- = 4/2 (9+18 = 4+2=6 


... (Proposición Verdadera) 


x=-11 > Wdx+7+v4x-5 = V2x+18 
Y11+7 + V211-5 =4/2 (-11)+18 
J=4 +45 [216 =Y4 => ai+ais [21] 


...(Prop. Falsa) 


El conjunto solución de la ecuación: 


Vx+7 +/x-5=vV2x-18 ; es: (9) Rpta. 


Ejemplo '0)% Resolver la ecuación: /x-a +Vb-x = /b-a 


Resolución: 


- Elevamos ambos miembros al cuadrado: 
(Wx=a+V/b=x)" = (db-a) 
(Wx=ay 2dx-a-Vb=x+(Vb=x)" 
xa+2 (xa) (b-x) +b-X 
(b-a)+2/(x-a) (b-x) = (b-a) 
2/(x-a) (b-x) = (b-a)-(b-a) 
2/(x-a) (b-x) 


Luego: (x - a) (b - x) = 0; igualamos cada factor a cero. 


b-a 


0) 


o | 


¡) x-a=0 = ¡EN ii) b-x=0 => b=x 


' Comprobación: 
Para:: EN => Áx -a + Vb — 2 V/b=a 
0+ vb -a = vb -a 


Para x=bi => vVx-a+Vb-x=vb-a 
-b-a+0=vJb-a > 


a (Prop. 
Verdadera) 


El conjunto solución de la ecuación: | 
E Vdx-a+vVb-x =v/b-a es: fa; b) Rpta. 


Ejemplo á): Resolver la ecuación: V/2x-—1+ Vx +4 =V/2x +6 + Vx -1 


Resolución: 


Elevamos ambos miembros al cuadrado: 


(W2x—1+4x+4Y = (V2x+6 + 4x1) 
(V2x-1y +2/2x-1- Ax +44 (1x+ 4) =(V2x+6) +2/2x+6-Vx-1+ (4x1) 
2-14 2, (2x1) (x+4)4x+4 = 2X+64+2/(2x +6) (x-1)4+4-1 


2/(2x-1) (x+4) = 2 +24/(2x+6) (x-1) 


ZWlex-1) (+4) = Z (1+N(2x+6) (x-1) 


simplificamos: (2x-1) (x+4) = (1+ Hex +6) (x- 1) 


Elevamos al cuadrado ambos miembros: 


(e=a a+ 2) = (1+(2x+6) (9 y 


nn Dm 43) 


ZL Matemática E o _ 


Prato) (+ (ex 6) (0) 


(2x-1) (x+4) 


(2x-1) (x+4) = 1+2,/(2x +6) (x- 1) +(2x+6) (x- 1) 
— Ésta = 142 (2x4 6) (142% +4x-6 


3x+1 2/(2x +6) (x- 1) 


Elevamos al cuadrado ambos miembros: 


(2/(ex +6) 0) 


9x +6x +1 = 4 (2x+6) (x-1) 


(3x + Y 


9x +6x+1 = 4 (2x” +4x-6) 


9 +6x+1 8x +16x-24 


1 


xXx -10x+25 = 0 ; Factorizamos por el método del aspa: 


] ] 
Xx -5 —> -5x 

+ 
X -5 —> -5x 


-10x 
Luego: (x - 5) (x- 5) = 0 


De donde: i) x-5=0 = Íx=5 ;i)  x-5=0 = |x=5 


El conjunto solución de la ecuación es: (5) * Rpta. 


Ejemplo Resolver la ecuación: /x+2 +Vx-2 = En 


Resolver: 


El término que se encuentra en el denominador de la fracción del segundo 
miembro pasa a multiplicar a los términos del primer miembro así: 


3 Ez a A 
Vx +24+Yx-2 = A : ¡V2+x= Ax +2 


(Vx +2 2y +Vx- 2-1x+2 


(x—- 2) (x+2) 


Ax -2* = 1f-x 


elevamos al cuadrado ambos miembros: 


2 .. 
[dé e = (1-x)* PP 1-2x44 is te 


Ú 
wm 
l 
x 
l 
Nm 


: comprobación: | 


Vx 2 + dx-2 = 3 > E + 2+|5 = 2 = E 
V2+x 2 2 V2 + 5/2 


Es l- Sa li ds a da A 
2 12 vo/2 Ya 


1 El conan EhÉión es el conjunto vacío: 5 4] Rpta. 


A A A o a 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? (48) 


L 
a) Vx+3 = 2 b) Vx+1+1 = 
c) V2x-1+2 = d) V5x-4+x 
e) x+V254 f) V2x+5 +3 


9) 1-/x+3 = x-8 h) 5+v1x+3 = 2 


i) x+Wv/x = 20 iy V4x+29-x 
k) /2x-3+3 y 2h 


iy YX 41 3 
x+vVx-1 5 


e 


Il... Resolver las ecuaciones siguientes indicando el conjunto solución: 


a) V5+2x-—V5-2x 
c) V4x-3+2V/x =43 
e) Vx-vx-8 = vx-5 


9) Vx+3a7 —-Vx-5a = 2a 


b)Vx+5-Vx-4 = 3 
d) V36+x -2 


1) V3x-1+/3x +1 = 32 
h) Vx +6 - Vx +1 = V2x-5 | 


1) V3+x+vVx = EEE 


1) V1+4x-/1-4x = 4vVx 
n)V2x-3n = 3 /n-V/2x 


araizs = (dea 


k) dx+4+vVx-1 = /5x 
m) V4x+9-vVx+6 = Vx-1 
la) Vaxra+ dx = Vaxo3+WX 1 


RESPUESTAS TALLER 48 


b) C.S. = (3) 
e) CS. =(12) | 


a) C.S.=(1) 
d) C.S. = (4) 


c) C.S. = (5) 
f) C.S.=(2) 


g) C.S. = (6) 
j) C.S.= (5) 
mm). OS =( 


a) C.S.= (2) 


h) CS. = (6) 
k) C.S.=(6) 
LS) 
b) C.S. = (4) 


i) C.S. = (16) 
1) C.S. = (3/4) 
ñ) 

€) C.S. =(1) 


d) C.S.= (64) 
g) C.S. = (Ga?) 
j CS.=(1) 

m) C.S.= (10) 


e) C.S.= (9) 
h) C.S. = (3) 
k) C.S. = (5) 
rn) C.S. = (2n) 


f) C.S.= (5/12) 
i) C.S. = (3) 
1) C.S.=(0) 
ñ) C.S. = (4) 


ng 
502. ] 
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4.7 ECUACIONES QUE SE RESUELVEN, APLICANDO EL MÉTODO DE | 
LOS DIVISORES BINOMIOS. 


SN 


ran 


Se basa en el siguiente criterio de divisibilidad: "Síun P(x) se anula para 
X= + a; uno de sus factores será: (x + a)" 


4.7.1 FORMA DE CALCULAR LOS POSIBLES VALORES QUE ANULAN A UN 
POLINOMIO 


Los posibles valores que anulan a un polinomio, son los divisores de: 


TÉRMINO INDEPENDIENTE DEL POLINOMIO 
COEFICIENTE DEL TÉRMINO DE MAYOR GRADO 


Ejemplo O Los posibles valores que anulan a: 5x3 - 3x? - 2 son los divisores de: 


- Término independiente 


- Coeficiente del término de mayor grado 


E)> divisores de 2: +1,t2 ; > divisores de 5: e ib 


Luego se toma un divisor del numerador y se les combina con los divisores 
del denominador así: 


Los posibles valores serán: 


Ejemplo f) Los posibles valores que anulan a: x3 - 7x + 6 son los divisores de: 
Es Divisores de 6: +1; +2; +3; +6 
1 


Los posibles valores serán: 


EL Matemática El pa EN 


MÉTODO DE RUFFINI: 


PA ie, 


Para dividir por el método de Rutfini se trazan dos rayas que se intersectan, una 
vertical y una horizontal. 


Encima de la raya horizontal y a la derecha de la vertical se coloca los coeficientes 
del dividendo con su propio signo y encima de la raya horizontal y a la izquierda de 
la vertical se coloca aquel valor de "x” que anule el divisor (ver figura 1) 

Ejemplo: Dividir x? - 2x2+x-5 entre x-2 


La disposición de los coeficientes sería: 


(Figura 1) 


Para comenzar a dividir se procede de la siguiente manera: el primer coeficiente se 
baja de frente y se escribe en el resultado debajo de la línea horizontal (ver tigura 
2). Este resultado se multiplica por el número encerrado en el círculo y se coloca 
debajo del siguiente coeficiente del dividendo, esta columna se suma y se obtiene 
un segundo coeficiente en el resultado el cual a su vez se vuelve a multiplicar por el 
número en el círculo y se coloca en la columna que sigue debajo del siguiente 
coeficiente del dividendo, esta operación se repite hasta agotarlos coeficientes del 
dividendo. El último coericiente del resultado constituye el residuo y los anteriores 
constituyen los coeficientes del cociente, de esta manera tendríamos: 


Nota: Nótese que el grado 
, del cociente es uno menor 
(Figura 2) que el grado del dividendo. 


Cociente 
Luego: El cociente sería: Q=1x+0x+1 > Q=x*+1 
y el Residuo sería: R=-3 
Ejemplo: Resolver la ecuación: Ya + La = -1- 8 
x  X Xx 
Resolución: 


Damos común denominador en los dos miembros obteniendo: 
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3 2 
10+17x _ AX —8x << 10.112 MY 2 


E A 


Los posibles valores que anulan a dicha ecuación son las raíces de la ecuación, 
para hallar dichos valores lo hacemos de la siguiente manera: 


10 Divisores de 10: +1; +2; +5; +10 
1 


Los únicos valores que anulan la ecuación: 
x+8x2+17x+10=0 soncuando x=-1 
x=-2 y x=-5 


Ahora aplicamos el método de Ruffini; cuando: 


Nota: El grado del cociente es uno 
menos que el grado del dividendo. 


Cociente  Residuo 
El cociente es: x2+7x+ 10 


Aplicamos Ruffini cuando: 


Cociente =X+5 


Aplicamos Ruíffini; cuando: |X=-5 


Cociente Residuo 


El conjunto solución de la ecuación: 2 + dd =-1- a es: |S = (1, -2, -5) 
e aX x 


Ejemplo: Hallar el conjunto solución de la ecuación: 6-— A E 


0 4 
X xXx x 
Resolución: 
Damos común denominador en el primer miembro, obteniendo: 
2 
6x -5x-30 _ 25x+6 ; hacemos producto de extremos 
xo e y medios 
x" (6 -Bx-30) = x (25x+6) 
6x —5x -30x" = 25x +6x 
6x - 5x - 30x" - 25x - 6x =0 ;  factorizamos x? 
2 4 3 2 A 
x (6x —5x -30x -—25x-6) = O ;  igualamos cada factor a cero 


DY =0 => x=0  (Noes solución) 
ii) 6x%-5x3- 302 -28x-6=0 


Los valores que anulan a dicha ecuación son las raíces de la ecuación, para hallar 
dichos valores procedemos de la siguiente manera: 


(8) > divisores de 6: 2 32 ES; 6 
(8) divisores de 6: +1; +2; +3; +6 
Los posibles valores que anulan a la ecuación son: 


E — FEE 


Lienioliaoi93 ad] 
6 3 2 


Los únicos valores que anulan la ecuación 6x* - 5x3 - 30x? - 35x - 6 =0 son 
cuando: 


119 


x=-1; x=-1/2) x=3 y x=-2/3 
Ahora aplicamos el método de Ruffini, cuando: 


6 -11 -19 O 
Cociente  Residuo  “-  Cociente: 6x%- 11x2-19x-6. 


a 


ET 


Bcc Covas Hoguica? 


Aplicamos el método de Ruffini; cuando 


14 12 lo E Cociente: 6x? - 14x- 2] 
Cociente 


Aplicamos el método de Ruffini, cuando: [x=3] 


'Cociente: 6x + 4 
Cociente 


Aplicamos el método de Ruffini; cuando: E 


pl El córfumo Solución de n ecuación: 
6-5_30 _ 25x+6. 
2% 2 E; 


TALLERDE EA 
EJERCICIOS N2 (49) ' 


4x-1_4x+23 _ 
" x+19 —x+3 


2 11x+7 
7+3x 


= 4 


: 2x+1 
a a e 
4 _ 2x' 11 +12 
O A 
x Xx 


Ss = 1112) 1) . S=(5) 
S =(-21) 6. S=(-1/4, 1) 


S =15) 9. S=(1,8) 
10. S = (5/6) 11. S=(-2, 2, 1/4) . S=(-2,3, -1, 1/4) | 
13. S=12) 14. S=(1, -2, 2, 3/2) 


4.8 | INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA VARIABLE ¡ 
MAD, ITESO AZ, ds EE 


Una Inecuación de primer grado con una vañable es aquella que tiene una 
sola variable (incógnita) con exponente 1. 


Las inecuaciones de primer grado con una variable son de la forma: 


ax+b>cCc ; ax+b>cC 


ax+b<cCc i; ax+b<c 
Donde: a, b y c son números reales y a + 0. 
* Son Inecuaciones de primer grado, por ejemplo: 


aj3x+6>0 ; b)5x-10>0  ; c)(2/3)x+4<7  ; 0) (3/4) x-5<2 


bs HantCoeias Hagudeó 


4.8.1 RESOLVER UNA INECUACIÓN 


Es hallar su conjunto solución, esto es, el conjunto de todos los valores de "x" 
que convierten el enunciado abierto en una proposición verdadera. 


Para resolver una inecuación se sigue el mismo proceso que para las 
ecuaciones. 


4.8.2 PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES 


A continuación anotamos las propiedades de la relacion mayor que (>); sien- 
do las mismas o muy parecidas para las otras relaciones de desigualdad o 


sea: <>, <. 

1. Propiedad Aditiva: a>b > a+c>b+C 

2. Propiedad Cancelativa: a+c>b+c => a>b 

3. Propiedad Multiplicativa: a>byc>0 >= ac>bc 

a>byc<0 > ac<bc 

4. Propiedad Cancelativa: ac>bcyc>0 => a>b 
ac>bc yc<0O > a<b 

5. Propiedad de los Inversos: 


es ds o 
a b 

3 E 1 1 

AA Dar Do e O AS 
a b 

, k 1 1 

ars Desi AED is ió 
a b 


a+c>b+d 


b>a>0yd>c>0 =>  bd>ac>0 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE Ea 23 
. INECUACIONES DE PRIMER GRADO * EE 


$ Halla el conjunto solución de la siguiente inecuacion: 2 x-1 < 3-x;utiliza 


3 
intervalos para dar tu respuesta. 
Resolución: —2X_4 ¿ 3-x 
3 


2x-3 < 9-3x ;transponemos términos: 


2x+3x < 9+3 


5x < 12 = xs 


El conjumto ona de la inecuación es: SPOR ; 1245) $ . Rpta. 


A id cio 


e a e 


ó Halla el conjunto solución de la siguiente inecuación: Za 2 (x—3) ; uti- 
3 


SS 


liza intervalos para dar tu respuesta: 
Resolución: 
2 (4x) > 3. 1 (x - 3) ; hemos efectuado producto de extremos y medios 


8 x > 3x - 9; transponemos términos 


8x-3x >-9 > 5x>-9 > . x>-= 
El conjunto solución de la inecuación es: C.S. = [-9/5 ; 0) [  Rpta. 
O ARA A a A A E DA A ES 


(al Halla el conjunto solución de la siguiente inecuación: 
x (x + 4) < x (x-9) + 3; utiliza intervalos para dar tu respuesta. 


Resolución: 


x (x+ 4) < x(x- 9) + 3; efectuando los productos indicados obtenemos: 


0 Panal Coccñas Maguiche O 


4x+9x<3 => 13x<3 =s 3 x<—= 


El conjunto solución de la inecuación es: C.S. = (—oo ; 


Halla el conjunto solución de la siguiente inecuación: (Xx - 2)? - (x+3)? > 3 - 6x; 
utiliza intervalos para dar tu respuesta. 


Resolución: 


(x-2% -(x+3) > 3-6x " , . 
*«(A+B) = A +2AB+B 


Ló - 4x4 4)-( + 6x +9) > 3-6x 


tl 


a MS ATA 


+ (A-B” = A -2AB+B" 
A E EEE A 


-10x-5 > 3-6x; transponemos términos: 


-10x+6x > 345 


Si multiplicamos por 
-1 ambos miem- 
bros: La desigual- 
dad cambia de sen- 
tido: -1 (8) < - 1 (5) 


-4x > 8 ;multiplicamos por -1 ambos miembros: 


lA 


E E 


E cl 


El conjunto solución de la inecuación | 
-B8<-5 es: C.S.= (-0o-; —2] Rpta. 


1 AE ARA 


15) Halla el conjunto solución de la inecuación: EEES ; utiliza inter- 
4 5 2 

valos para dar tu respuesta: 

Resolución: 


+. En primer lugar, hallamos el m.c.m. de los denominadores, así: 


5 lx=3) 4 (x +3) > 110 


“2Q > 20 


EC Matemática 82222222 


Simplificamos los denominadores, resulta: 


5x-154+4x+12 > 10 


4-5-2| 2 
9x > 10+15-12 22512 
9x > 13 le 3-4 5 
1-1-1 
x > 13/9 


m.c.m. (4,5y2)=2.2.5 E 


. “A y E | =20 
El conjunto solución de la inecuación : IE. + 1 


es: C.S =(13/9 ; 0>) | Rpta. 


IO AIDA a ERAESTRA O IET 


(5) Halla el conjunto solución de la siguiente inecuación: o 4 
3 


utiliza intervalos para dar tu respuesta: 
Resolución: 


* En primer lugar, hallamos el m.c.m. de los denominadores, así: 


4 (2x),1(6) . 3 (8x) 1-12 
Ta “Sa 1 Ta 


Simplificando los denominadores, resulta: 


-4 
-2 
- 1 
-1 


8x+6 < 9x+12 
8x-9x < 12-6 => -x<6 m.c.m. (3,2y4)=2.2.3 


multiplicamos por -1 ambos miembros: 


1(-3>6(0) > -.. x2 6 


El conjunto solución de la inecuación es: C.S = [56 5 SE Rpta. 


A AAN A it AT VR 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


. Halla el conjunto solución de las siguientes inecuaciones. Utiliza intervalos 
para dar tu respuesta: 


152 6) < £ (x+2) 
5 3 


2 > 22 


. Xx (x+2)+6 < x (x-3) 18. x (x+6)-x (x-3) > 4x-5 | 


o (ara (4 < 15x+3 | 10.(x-6) < x -20 


11 0-2) (x+6) > +2 A 
L— = 4 3 6 


8x 


n2,- ES ¿3382 7 
7 3 4 


el 
3 


Cs [6d di: 500) 

. C.S.= [4 ; 00) 

. CS.= [-8; co) 

. C.S.= [-1; 0) 
10.C.S.= [14/3 ; -o) 
126S:= (1; =) 
14.C.S.= (-o ; -15/8] 
16.C.S.= (-o 1) 


Earn E ——8 
4.8.3 INECUACIONES DE TRES PARTES: 


Se denominan Inecuaciones de Tres Partes a las inecuaciones que tienen la 
siguiente forma: 


a) 2x-1<x+6<3x-8 b)x+6 < 2x+L < 3x+1 
3 


Cc) -6<2x+8<4 d) < x-2 < 3-1 
4 


En general: A<B<C 


El conjunto solución de una Inecuación de tres partes se halla aplicando 
el siguiente esquema: 


¡BSsC 
$ 
(Conjunto Solución) S, S, (Conjunto Solución) 


(Respuesta) 


Ejemplo O) : Hallar el conjunto solución de: 17 + 5x< 3x+1<xX+5 


Resolución: 
¡1745x < 3x+1 > ¡3x+1 < x+5 
Bx-3x < 1-17 3x-x < 5-1 
2x < -16 2x < 4 
x < -16/2 x Ss 4/2 


mm Pl 


graficamos estos resultados en la recta numérica. 


El conjunto solución de la inecuación es: C.S.= (—oo ; — 8) y Rpta. 


A A O A 


Ejemplo f» Hallar el conjunto solución de: -3x - 6 < 2x + 4 < 20 + 6x 


Cuando la incógnita * 
(x) está precedido del |, 
signo menos; multipli- R 
cotas ..  camos ambos miem- | 
3 2x+4 < 20+6x bros por -1, cambian- |, 

do el signo de la des- 


Eox-6 < 244% 


-3x-2x < 446 2x-6x < 20-4 igualdad. Veamos: 
-5x < 10 -4x < 16 E 
-10/5 -16/4 E 
Ús mb 1 (5x) > -1 (10) E 


- fs] 


> 2] n e 4 


5x > -10 : 
x > -10/5 | 


graficamos estos resultados en la recta numérica. 


- El conjunto solución de la inecuación es: C.S.= (-2 ; eo) $ Rpta. 


7 o: ATA FARRO = Es 


Ejemplo ú: Hallar el conjunto solución de: 5x - 1 > 3x + 9> 3 + 6x 


Resolución: 


5x-1 > 3x+9>3+6x 


-3x > -6 


multiplicamos por -1, 
ambos miembros: 


2x > 10 3x >-6 A (-3x) < -1 (-6) 
x > 10/2 IX "6 A) 


El conjunto solución de la inecuación es: C.S. = 4 (Conjunto Vacio) | Rpia. 


A 


X+122x+3_7+8x 


Ejemplo a): Hallar el conjunto solución de: E > E 


Resolución: 
* En primer lugar, hallamos el m.c.m. de los denominadores;, así: 
2 (x+1) y 3 (2x+3) 4 7+8x 

6 6 6 


Simplificamos los denominadores, resulta: 
2 (x+1) < 3 (2x+3) < 7+8x 


2x+2 < 6x+9 < 7+8x | 


y 6x+9 < 7+8x 


m.c.m. (3, 2y 6) =2.3 
=6 


¿2x+2 < 6x+9- 


IRA Mitos: rca AURA: - ARI ETA $) PRA AO E AI AER RARE 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (61) 


. Halla el conjunto solución de las siguientes inecuaciones. Utiliza intervalos 
para dar la respuesta: 


3x-8 < Bx-2 < 16-4x 2.1 12-3x < 4-5x < 10-3x 
Ax-1 < 2x+9 < 6x-3 


L-1 < x+3 < 2x-6 


RESPUESTAS TALLER /51 


1. C.S.= [-3;2) 2. C.S.=[-3; eo) | 3. C.S.=(3; 00) 


4. C.S.=[4/3; oo) 5. C.S.=[9 12) | 6.C.S.= (00 ; - 24) 


7. C.S.=4 8. C.S.=(-1; 1) | 9. C.S.=(-5; 2/5] 


10. C.S.= (-10; 5/11] 


4.9.4 INECUACIONES CUADRÁTICAS 


Una inecuación cuadrática es una desigualdad condicional que reducida a su 
más simple expresión, tiene la forma: 


Donde: a,b, c son números reales; siendo: a * O 

Para determinar los valores de "x" que satisfacen las inecuaciones (1) y (2). 
Existen los siguientes métodos: 

Ejemplo (1): Resolver: ?- 4<x+2 

Resolución: 

Transponiendo términos se obtiene: x? - x - 6< 0 


a) Primer Método (Método de Factorización): 


Factorizando el primer miembro de la inecuación: x? - x - 6 < 0; obtene- 
mos: 


A A A A 


A - TEOREMA: 


al 


Por Teorema: 


1) (x+2) >0 an (x-3)< 0 


x>-29 0 (x<3 


ii) (x+2) <0 a (x-3)>0 


x<-2 n 1x>3 


Conjunto Solución: C.S, = Y , 


El conjunto de la inecuación: 44 < x+2es:0.S.= puxe (2 ; 3)) 


Luego: 


b) Segundo Método (Método de Completar el Cuadrado): 


Transponiendo términos en la inecuación: x? - 4 < x + 2; se obtiene: 
2 
X-xX < 6 


e” cd a e ge 
L mitad de 1 es > elevado al cuadrado = (Y) = . 


Luego; sumamos y restamos de al primer miembro: 


4 
E Ñ 1 TEOREMA: 
X -X+ — <6 > |x-=]| -= < 6 
— Es Si 


2 
(=-2) al Entonces: 
: 


(-) <2 Siendo: 
4 


Por Teorema: - ¡Y < 5) < 1162 


2 


ps sore 


2 <x<3 O xe(-2; 3) 
c) Tercer Método: (Método de los Puntos Críticos) 


aa a AR x2-x-6=(x-3) (x+ 2) | 


(x-3) (x+2) < 0 | x -3 
Do a 


A continuación se encuentran aquellos valores de "x" que anulan a los facto- 
res (x - 3) y (x + 2) siendo estos: x = 3 y x = -2 (Puntos Críticos); colocándo- 
los en la recta numérica. 


Nótese que ambos valores (-2 y 3) se excluyen ya que no existe el signo 
igual en la inecuación. Después de colocar estos valores se forman tres 
zonas que hemos representado por E y 


A continuación se toma un valor cualquiera de la zona l y se reemplaza en el 
primer miembro; por ejemplo: x= -4 


Donde:  (x- 3) (x + 2) para: x = -4; resulta: (-4 -3) (-4 + 2) = 14 (positivo) 


Luego: Toda la zona YU) es positiva 


Se toma un valor de la zona ll y se reemplaza en el primer miembro de la 
inecuación; por ejemplo: ¿x= 1 


Donde: (x - 3) (x + 2) para: x = 1; resulta: (1 - 3) (1 + 2) = -6 (Negativo) 


Luego: Toda la zona D es negativa 


Se toma un valor de la zona l!l y se reemplaza en el primer miembro de la 
inecuación; por ejemplo: x=5 


Donde:  (X- 3) (x + 2) para: x = 5; resulta: (5 - 3) (5 + 2) = 14 (Positivo) 


Luego: Toda la zona (1) es positiva 


Como la inecuación es (x-3) (x+2) < 0; nos interesa las zonas negativas vale 
decir la zona !l. 


Luego: La respuesta es: xe (-2; 3) 


Ejemplo o: Resolver: x? - 7 > 1 - 2x 
Resolución: 


Transponiendo términos se obtiene: x? + 2x - 8 > 0 


a) Método de Factorización: 


Factorizando el primer miembro se obtiene: (x + 4) (x - 2) > 0 


Por teorema: ; ¿qOOOGGRERE————- 
¡ TEOREMA: 


i) (x+4) >0 »n (x-2) > 0 | si: 


Pa í j i 
x>-4 0 1x2 


ii) a<0 A b<O 


Conjunto Solución 1: C.S,=x€ (2 ; «o 


ñi) (x+4) <0 a (x-2)<0 


x<4 0 *x<2 
p 


Conjunto Solución 2: C.S,=x€ (-< ; —-4) Hi 


Luego, conjunto solución de la inecuación: x? - 7 > 1 - 2x; será: 


Conjunto Solución = C cs, U OS, :xe NE Esla 


b) Método de Completar el Cuadrado: 


La inecuación: Xx -7 > 1-2x ; se puede escribir como: 
Xx +2x > 8 
mitad de 2 es 1; el cuadrado de 1 = 1?= 1 
Luego, sumamos y restamos 1 al primer miembro: 


e RES A beep =1 > 8 Donde:  (x+1)%>9 


Por teorema: TEOREMA: : 
i) x+1 > V9 v ii) x+1 < —-/9 lá st 
a E led Es “Entonces i) a> Vb v ii) a<-vb 
EX - el U ¡Xx 3 -4 DEAR 


Siendo: 


v: Significa o 


Conjunto Solución: x € [E : ny 


Rs 
c) Método de los Puntos Críticos 


x2 + 2x-8=(x +4) (x- 2) 
ne > 1-2x >» Xx +2x-8 >0 M Ml 


Xx +4 
4 -2 0 3 
(x+4) (x-2) > > in | 


. A continuación se encuentran aquellos valores de "x" que anulan a los 
factores (x + 4) (x - 2), siendo estos: x = -4 y x = 2 (puntos críticos); 
colocándolos en la recta numérica. 


Nótese que ambos valores (-4 y 2) se excluyen ya que no existe el signo 
igual en la inecuación. Después de colocar estos valores se forman tres 
zonas que hemos representado por 1, 11 y II. 


VRPDTS la - PM SR 


Donde: — (x+4)(x-2)=(-5+4)(-5-2)=7 (Positivo) 


Luego: | Toda la zona | es positiva 


Se toma un valor de la zona ll y se reemplaza en el primer miembro de la 
inecuación; por ejemplo: x=-2 | 


Donde: (x+ 4) (x- 2) = 2 + 4) (2-2) =-8 (Negativo) 


Luego: | Toda la zona Il es negativa. 


Se toma un valor de la zona lll y se reemplaza en el primer miembro de la 
inecuación; por ejemplo: x =6. 


Donde: — (x+4) (x- 2) =(6+ 4) (6-2)=40 (Positivo) 


Luego: Toda la zona l!!l es positiva 


Como la inecuación es: (x + 4) (x - 2) > 0; nos interesan las zonas positivas 
vale decir las zonas (1) y (111). 


Luego: La respuesta es: (-o ; -4) u (2; co) 


TALLERDE — E 
2 EJERCICIOS N* (52) 


+ 5x-14>0 2.) x2-x-12>0 
+ Bx+15<0 4. *2-4x-21<0 
212 +3x-1>0 ñ x (3x + 2) < (x + 2)? 
. 22-7x+4>0 (8. 4%-2x>x+1 
. 3x?-5<2x 110. 4x2 + 1<8x 


- RESPUESTAS TALLER (52 * 


(oo ; -7) U (2; +09) 2. (-o;-3)Uu(4; +0) 
(5 ; -3) 4. (3;7) 
(12; 1 a 1:32) 


(o; 1 u (4/3; 00) 8. (-o;-1/4) u (1; +0) 


(1; 5/3) 10. EL 218) 
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EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras. Sigma, Alfa. 


1.) ¿Cuál es el mayor valor entero que puede tomar "x" en: 


Sia port (l+x) < 11+2x? 
5 3 
A) 1 B) -3 C)5 D) -9 E) 6 
Resolución: 


* Dando común denominador, obtenemos: 
3 (5x +2) a 20 (1+x) a 15 (11+2x) 
15 15 15 


* Quitando los denominadores, resulta: 


3 (5x+2) > 20 (1+x) < 15 (114+2x) 
15x+6 > 20+20x < 165+30x 


De (1): 15x+6 > 204+20x ;transponemos términos: 
6-20 > 20x-15x 
=14 > 5x > x< Ela >. x<-—28: 
5 EIA 
De (2): 20+20x < 165+30x ; transponemos términos: 
20-165 < 30x-20x 


145 <1t0x > x> 1% > ". AE 


10 
= De las expresiones: x < -2,8 y x > -14,5 el mayor valor 
¡entero que puede tomar "x" es: -3 Rpta. B 


2 


Después de resolver: (x + 3) (x - 5) + 3 (x - 3) > (x - 5) (x + 5). La solución de 
“x es: 


A) IR B)ó C) IR* D) IR E) <-1; > 
Resolución: 


Efectuando los productos indicados; obtenemos: 


xx —-2x-15+3x-9 > e —25 ; transponemos términos. 
—2x+3x > -254+15+9 


x= de 4.0 ue 
Luego: El conjunto solución es: <-1; 0> [ Rpta. E 
La solución de la inecuación: 3 + x-_3 > ES 2 j ; es: 
6 3 
A)x>19 B)x>21 C) x < 21 D)x< 19 E)x<25 


Resolución: 


La inecuación: gy 28 > ÓN 21 ; se puede escribir de la manera 
6 3 


siguiente: 3+ X-8 gy AES_T 
6 3 3 


Dando común denominador, obtenemos: 
6-3+(x- 3) 5 2 (x+5)-2 (7) 
6 6 
Quitando los denominadores, resulta: 
6-3+(x-3) > 2 (x+5)-2 (7) 
18+x-3 > 2x+10-14 ; transponemos términos 
18-3-10+14 > 2x-x 


19>x =!x<19 


14.) Resolver: a (x - b) -b (x - a) > a? - b?. Si además: a < b. 
Ajx>a B)x>b C)x>a+b D)x>a-b Ex<a+b 
Resolución: 

Efectuando los productos indicados, resulta: 
2 2 
ax—Bb-bx+Pab > a —b 
x (23—k) > (a+b) Ta—b) 
2x2 atb | mpta.c 
[5.) Hallar todos los valores enteros y positivos de "x" que satisfagan a la inecuación 


siguiente: (6x- 2) a (1-2) di < ax+[2-5) 2 
8 3) 3 2 12) 3 


A) 10 B) 15 cg. D)6 E) 22 


Resolución: 
La inecuación se puede escribir de la manera siguiente: 
5 (6x-2) 7 (2) nm: (855) 
8 3 3 3 12 


5 (6x-2) 7 
8 9 


(3-2x) < 4x4 8X-5 
18 


45 (6x-2)-56 (3-2x) _ 288x+4 (6x-5) 
72 72 


Damos común denominador: 


Quitamos tos denominadores: 
270x-90-168+112x < 288x+24x-20 
382x-258 < 312x- 20 
70x < 238 = x<3,4 


Los valores enteros y positivos que toma "x" son: 3; 2; 1 y O. 


Luego: La suma de dichos valores enter Rpta. D 


0 


El doble de un número entero, más 5 es mayor que 50 y el triple del número, 
disminuido en 2 puede ser hasta 67. Calcular la suma de las cifras del núme- 
ro. 
A) 22 B)5 C)7 D)4 E) 2 
Resolución: 
Sea el número pedido = x 
» De acuerdo al enunciado: planteamos las siguientes inecuaciones: 

"Y 2x+5>50 > 2x>45 > de ¿x> 22,5 

**) 3x-2<67 > .3xs69 . > S x<23 


» De las expresiones: x > 22,5 y x < 23; el valor que toma "x" es 23. 


La suma de las cifras del número: 23 es: 5 Rpta. B 
Resolver: (x? + 1) (x+ 2) < x3 + 2 (x - 3) (x + 3) 
A)x<-18 B)x<-20 C)x<-16 D)x<22 E)x<16 


Resolución: 


+ Efectuando los productos indicados; obtenemos: 
Ao +42 <A 42 Ló - 9) 


2% 4x4 2 < 26-18 => :.[xs-20| Rpta.B 


3x+10 
x+7 


Para que valores de "x” se verifica la desigualdad: 1 < < 2 


A)-3<x<4 B)-3<2x<4 C)-3<x<2 D)-3/2<x<4 E) -3/2<x=<2 
Resolución: 


3x+10 
x+7 


La desigualdad: 1 < < 2 ¡se puede escribir así: 


1 (x+7) < 3x+10 < 2 (x+7) 
x+7 < 3x+10 < 2x+14 


De la expresión 1: x+7 < 3x+10 ; transponemos términos: 
7-10 < 3x-x 
A 


De la expresión 2: 3x+10 < 2x+14 ;transponemos términos: 


3x-2x < 14-10 => .. x<4 


j í | 
Luego; de las expresiones: ss < Xx y;ix<4; ' 


obtenemos: = <x<4 l Rpta. D 


mo rt 


[9.) Hallar un número de dos cifras sabiendo que la suma de sus cifras es mayor 
que 9, y que la diferencia entre la cifra de las decenas y el duplo de la que 
ocupa el lugar de las unidades, es mayor que 6. 


A) 36 B) 57 C) 87 D) 91 E) 27 
Resolución: 
Sea: du = número de dos cifras 


» De acuerdo al enunciado; planteamos las inecuaciones: 


* d+H>9 
Restamos miembro a miembro (-M.A.M) 
"Y d-2u4>6 
-M.A.M.: 323 > 421 


. De las inecuaciones: 


[10.) Resolver e indicar el menor valor de “x 


%  d+u4>9 > 2d+2u>18 


d-2u4>6 > d-2u4> 6 


EMA.M: 3d>24 = 


Sumamos miembro a miembro 


d>8 


mo. 


Como "d” es mayor que 8, el único valor que puede tomar "d” es 9 (d= 9; 


mientras u > 1; los valores que toma "y" son: 1; 2; 3; 4; 


Luego: 


S número pedido de dos elas es: s: du = 91 


AE — (x— 1) 4 = 1% > — (11- 
ze 70 pr Linera E x) 


A) 3 B) 4 C)5 
Resolución: 


Dando común denominador; resulta: 


4 (x-2)+3 (x-1)+2 (x+1) > 


12 
Quitamos los denominadores: 


4 (x-2)+3 (x-1)+2 (x+1) 
4x-8+3x-3+2x+2 


4x + 3x + 2x + 6x 


15x > 


| El menor valor de "x"es:5 Rpta. C 


Luego: 


E 9. 
Rpta. D 
D)6 E) 7 
6 (11-x) 
12 
> 6 (11-x) 


> 66-6x; transponemos términos: 


> 664+8+3-2 


Piet d 


lo 


S 


'ABÍAS QUE... 


6 


E 


+ 9 


1424 34+44+5+64+74+8x9 
1+42x 3+4x5-6+7+8x9 
5 
+ 


=—- 


100 = 


Investiga sobre otros casos posibles. 


SCapitato AA DE 
>» ECUACIONES DE: 
" PPramer GRADO 


e 


5.1 ECUACIONES SIMULTÁNEAS | 


AS ARI 


Son dos o más ecuaciones con dos o más incógnitas que ha de ser resueltas 
simultáneamente. 


Las ecuaciones simultáneas forman un sistema de ecuaciones. 


5.2 SISTEMA DE ECUACIONES | 


A AO A e 


Sistema de ecuaciones es la Ps de varias ecuaciones simultáneas, en 
las cuales a cada incógnita corresponde e! mismo valor. 


Ejempio de un sistema: +3y=18  ”» Tra. Ecuación 


6x - 2y = 10 me 2da. Ecuación 


Este sistema tiene dos incógnitas que son "x" e "y"; consta también de dos 
ecuaciones en las cuales las incógnitas tienen el mismo valor. 


5.2.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Definición: La igualdad: 5x + 2y = 9; es una ecuación de Primer Grado con 
dos variables o incógnitas. 


Los dos miembros se hacen idénticos, si atribuimos a "x”, por ejemplo, el 
valor 3 y a "y" el valor -3; pues resulta: 
El sistema de valores: 


mp : [y=9] 


5x + 2y =9 


5.34+2(-3)=15-6=9 


es una solución de la ecuación dada. | 


Es fácil ver que no es ésta la única solución de dicha ecuación, pues, a cada 
valor arbitrario que demos a "x" corresponderá otro valor determinado para 


y" resultando por tanto, infinitas soluciones. 


Así: haciendo: | x= ; resulta y = 2 pues: 5(1) + 2(2) = 9 
; resulta y = -3 pues: 5(3) + 2(-3) = 9 
resulta y = 7 pues: 5(-1) + 2(7) = 9 
resulta y = 12 pues: — 5(-3) + 2(12) = 9 


Se llama solución de una ecuación con varias variables o incógnitas a 
todo sistema de valores atribuidos a dichas variables, que convierte en una 
igualdad numérica. 


5.2.2 GRÁFICA DE UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Sea la ecuación: 3x - y = 8 


al Despejamos "y" en la ecuación: 3x-y=8 = 
Lx y=3 l Damos valores arbitrarios a "x"; y 
hallando los correspondientes de "y" 
Lo | y= m. e = a (0558) formamos el siguiente cuadro: 
| y=3(1)-8=-5 => (1,5) 
2 [yes |-e.2 | paros 
EN y = 3(3) -8=1 (3:41) Ordenados 


| y=31)=-8=-11 | => (-1, -11) 


b) Marquemos en el sistema de Co- 
ordenadas Cartesianas los pares 
ordenados que se muestran en 
el cuadro. 


c) Larecta que pasa por estos pun- 
tos es la gráfica de la ecuación: 


La gráfica de toda ecuación de pri- 
mer grado con dos variables es, pues, 
una recta. 


5.2.3 SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Sean las ecuaciones: 


3x- y=4 ..(1) | Como sabe toda ecuación de primer grado con dos 
x+3y=8 ...(2) variables tiene infinitas soluciones. 


Así, en las dos ecuaciones, despejamos "y". 


e A 8-x 
De la ecuación (1): | y = 3x - 4 De la ecuación (2): | y === 
É en yt 
Lo [| y=3(0)-4=-4 (0, -4) 


La [[y=x()-4=1 


EMIFECAEIA 
EN y = 3-1) -4=-7 
E 


Como se observará de los dos cuadros, 
la única solución que satisface simúlta- 
neamente a las dos ecuaciones es: 


Entonces estas dos ecuaciones forman 
el sistema de ecuaciones simultáneas. 


3x- y =4 
x+3y=8 


um» Cuyo conjunto solución es: C.S. = (2; 2) 


5.2.4 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES 
DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Resolver gráficamente el sistema: 2x+y=7 
2 y == 


Resolución: 


a) Despejamos "y" en la primera ecuación: 


lx ya7e £ o Damos valores arbitrarios a "x”, y ha- 
EN y=7-2(0)=7 => (0,7) llando los correspondientes de "y" for- 
mamos el siguiente cuadro de are 
| y=7-241)=5 *-. (165) 

7. E se» FUN . Estos pares ordenados son al- 
y ale ia e, 3) gunos de las tantas soluciones 

La [y=7-28=1 | (3,1) ho 1 clero: 
la [| y=7=21)=9- |» (+1, 9) . 


Representando gráficametne obtenemos una línea recta £,. (Ver Fig. (1) 


b) Despejamos "y" en la segunda ecuación: ; y damos valores: 
gr y=20)-1=1 


”=» (0, 71) 


|y= =2(1)-1=1 =* (1, 1) e Estos pares ordenados son al- 
E gunas de las tantas soluciones 
a y =2(8)-1= de la ecuación: 
3 || y=2(8)-1= 


a =2(-1)-1=-3 


Representando gráficametne obte- 
nemos una línea recta £,. 
(Ver Fig. (1) 


Las dos rectas se cortan en el pun- 
to E(2, 3) luego la solución del sis- 


tema es: 


Ya que estos valores satisfacen las 
ecuaciones. 


En General se tiene que: 


Q El conjunto de puntos de É, son las soluciones de la primera ecuación. 
[3 El conjunto de puntos de £, son las soluciones de la segunda ecuación. 


O La intersección de esas dos rectas es el el panidl E, solución del! sistema. 


5.2.5 FORMA GENERAL DE UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES DE PRIMER 
GRADO CON DOS VARIABLES 


Todo sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos variables o incógnitas 
tiene la siguiente forma general : 


5.2.6 CONJUNTO SOLUCIÓN 


El conjunto solución de un Sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos 
variables, tiene como elementos a las soluciones comunes de dichas ecuaciones. 


13 El conjunto solución puede tener un sólo elemento (un sólo par ordenado). 
En este caso, se dice que el sistema es Consistente. 


o E E a) 


Resolución: —Delas dos ecuaciones despejamos “y” 
De la ecuación (1): | y = 3x- 5 De la ecuación (2): 


ws (0, 3) 
mw (1,2) 
mo (2,1) 


rra] [pre c 


Wanuel Covcñas ele O 


0 Las dos rectas se cortan en 
el punto M (2, 1), luego la 
solución del sistema es: 


[x=2] :[y=1] 


Ya que estos valores satis- 
facen las dos ecuaciones. 


QU El conjunto solución puede tener infinitos elementos, esto sucede cuando el 
sistema es dependiente, vale decir; cuando las ecuaciones son equivalentes. 


Ejamplo: | PUSE (1) 
Ss 4 (nm) 
Resolución: 


De las ecuaciones despejamos “y” 


6x-—2 


De la ecuación (1): De la ecuación (1): | y = 3 


OIEA 


» (0, -1) 

pa | y = 3-1)-1=-= ” (1,2) 
ESE (23) 
Como se observará las dos ”» (1, 4) 


ecuaciones tienen los mismos 
pares ordenados. 


mn 


- Las dos ecuaciones tienen como gráfi- 
ca a una misma recta . 


- Como las dos ecuaciones tienen las 
mismas soluciones, estas ecuaciones 
son equivalentes. 


UI El conjunto solución puede care- 
cer de elementos (Conjunto Vacío). 
Cuando esto sucede se dice que 


el sistema es Inconsistente o In- 


x+y=-1 cnnancanas (2) 


Resolución: De las dos ecuaciones despejamos “y” 


Ejemplo: l Etc (1) 


De la ecuación (1): De la ecuación (2): 


> MM 
=> (1,2) 
ww (2, 3) 
"> (-1, 0) 


- —Lasdos ecuaciones tienen como 
gráfica a dos rectas paralelas. 


- Como se observará en la gráfi- 
ca, las dos ecuaciones no tienen 
ningún punto en común. 


5.2.7 RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON DOS VARIABLES 


- Resolver un Sistema de Ecuaciones, es hallar el conjunto solución del Sistema. 


- Para resolver un Sistema de Ecuaciones puede utilizarse uno de los métodos 
siguientes: 


a) Por reducción b) Por sustitución 
c) Por igualación y d) Por determinantes. 
A) Método de Reducción : 


Consiste este método en conseguir, multiplicando por números convenientes, que 
una misma incógnita tenga coeficientes opuestos en ambas ecuaciones. Sumán- 
dolas después, se obtiene una ecuación con una sola incógnita. Resuelta esta 
ecuación y llevando el valor hallado a cualquiera de las ecuaciones primeras, se 
obtiene el valor de otra incógnita (Este método se emplea con más frecuencia). 


Ejemplo: Resolver el sistema: —|3X+2y=16 ouccuana. (1) 


Resolución: 


1) Decidimos eliminar la variable “y”; para conseguirlo multiplicamos la primera ecuación 
por 3 y la segunda ecuación por 2, obteniendo así el Sistema Equivalente: 


3x+2y=16 => por3 => [9x+6y=48] —communmcnna (3) 
5x-3y=-5 => por2 => |10x-6y=-10]| commmcunane (4) 


2) Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (3) y (4): 
9x pia = 48 2 M.A.M= Significa sumando 
10x /6y =-10 
2 M.A.M: 19x=38 


Be [522] 


3) Reemplazamos el valor de [x = 2]; en la ecuación (1): 
3x+2y=16 = 3(2)+2y=16 => 6+2y=16 


miembro a miembro 


pa rs 


Apta: _ El conjunto solución del sistema es: C.S. = (2, 5) | 


OTRA FORMA: 


Resolver el sistema: E 


Resolución: 


1) Decidimos eliminar la variable “x”, para conseguirlo multiplicamos la primera ecuación 
por 5 y la segunda ecuación por —3, obteniendo así el sistema Equivalente: 


3x+2y=16 > por5 => |15x+10y=80 | cccnnmccn.. (3) 
5x-3y=-5 => por-3=> |-15x+9y=15 | ocmmmcnnenn (4) 


2) Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (3) y (4): 


po dl 
5x + 9y=15 


E M.A.M 19=95 > y=-= 


La 
! 
a 


3) Reemptazamos el valor del y =5] ; en la ecuación (1): 


3x+2y=16 > 3x+2(5)=16 > 3x=6 


6 
x= 2-22: [KZ] 


Rpta: — El conjunto solución del sistema es: C.S.= (2, 5) Í 


de AMI RA ES HARAL MEGAP AAA SE DAL MA RATAS BG 


B) Método por Sustitución: 


De una de las ecuaciones del sistema se despeja una variable o incógnita , por 
ejemplo la “y”; se sustituye la expresión que se obtiene en la otra ecuación, con lo 
que se obtiene otra ecuación en “x”. Resuelta esta ecuación, se sustituye el valor 
de “x” hallado en la ecuación explicitada, con lo que se obtiene el valor de “y”. 


E ' X=Y==1 esnonccnas (1) 
Ejemplo: — Resolver el sistema: 
IX 42) = 12 inicióncón (2) 
Resolución: 
1) En la primera ecuación despejamos “y”, obteniendo: | y=X+ 1 |........ (3) 
2) Sustituyendo “y” en la ecuación (2): 
10 


3x + 2(x+ 1) =12 => 3x+2x+2=12 > 5x=10 > x= E > -. [MER 


Cc) 


3) Reemplazamos el valor de| x =2|; en la ecuación (3): 


y=2+1 > .. 


Rpta: El conjunto solución del Sistema es: C.s.= 12; 3) 


Método de Igualación: 


Consiste este método en despejar una misma variable en las dos ecuaciones e 
igualar las expresiones obtenidas, con lo que se elimina una incógnita, obtenien- 
do así una tercera ecuación. 


Se resuelve esta última ecuación y se obtiene el valor de una variable; el valor de 
la otra se halla por sustitución en cualquier ecuación del sistema. 


Bx—2y=20 ceras 0) 


Ejemplo: Resolver el sistema: 
A (11) 


Resolución: 


1) Despejamos “y” en cada ecuación: 


De la ecuación (1: y = , 20 | [Dela ecuación (1: y= 9 _ E 


2) Igualamos las segundas partes, obtenemos: 


8x-20 _ 13-3x 
2 


; Simplificando los denominadores: 


8x — 20 = 13 — 3x ; transponemos términos: 


8x + 3x = 13 +20 


11x=33 = x= 0 =3 > . [x=3] 


3) Reemplazamos el valor de [x= 3]; en la primera ecuación del sistema : 
8x-2y=20 > 8(3)-2y=20 > 24-2y=20 


4=2y > 5=Y = [We 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = (3; 2) ¡ 


EL Matemática Bl 541. 


EA | E 


D) Método por Determinantes: 


Para resolver un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos variables 
por determinantes, necesitamos conocer previamente dos conceptos fundamen- 
tales: El de matriz y el de determinantes. 


5.3 MATRIZ ' 


La definiremos como un conjunto de objetos ordenados en filas y columnas y 
encerrados entre corchetes o paréntesis. 


Ejemplos: 


5.3.1 ORDEN DE UNA MATRIZ 


El orden de una matriz es el producto indicado del número de filas por el número 
de columnas de la matriz. 


Ejemplo 2: 


ES Columna 
| Luego: Luego: 


La matriz tiene 3 filas y 3 columnas, 
entonces es de orden 3x3. luego es de orden 2x3. 


5.3.2 ELEMENTOS DE UNA MATRIZ: 


Los elementos de una matriz son los diversos objetos distribuidos en filas y co- 
lumnas. 


Ejemplo: ps pun Sus elementos son: a, a,,, a,.. a, 
a21 Az 


5.3.3 NOTACIÓN 
Una matriz usualmente se denota por letra 


mayúscula A, B, C, etc, y sus elementos por 
letras minúsculas; a, A b;: e, ¿ etc. 


Ejemplo: 


be a12 | 
d21 22 Aza 


| Elemento de la 1% Columna | de la 1” Columna | Elemento de la 2% Columna | de la 2” Columna 
Y Elemento de la 1** Fila ] | Elemento de la 1% Fila | de la 1” Fila 


á Elemento de la 3** Columna 


23 


Elemento de la 2* Fila 


Frecuentemente también se denota por: 


Ejemplo (4) :Escribir la matriz A= [a;;] be 


Resolución: 
an tr 
Como la matriz es de orden 3x2, quiere decir A=|a2;, as 
que hay 3 filas y 2 columnas, veamos: dh Jas 
Ejemplo(2) :Escribir la matriz. B= [a:;] Ds 
Resolución: am “ a 


S , > a az 42 
Como la matriz es de orden 4x3, quiere decir B 


que hay 4 filas y 3 columnas, veamos: 9 “32 U3 
da “ds ds 


Ejemplo QD):Sea: 
- El elemento a. será: 


13 548 ñ 
c=le6 1456 Donde: |” El elemento Ay Será: 
607 9 - El elemento a será: 


 ». Pf O 


- El elemento Aa será: 


Observación: 


Una matriz no tiene valor numérico es simplemente una manera 
conveniente de representar arreglos de números . 


E 


a e A 


EC atentan E 


5.3.4 MATRIZ CUADRADA 


Es aquella que tiene igual número de filas y columnas. 


En una matriz cuadrada, la diagonal principal es la línea formada por los 


elementos: Ar a A A 


| Ejemplo 1: Ejemplo 2: 


Diagonal 
Secundaria 


(Es una matriz cuadrada de orden 2) (Es una matriz cuadrada de orden 3) 


5.4 DETERMINANTE | 


Se denomina determinante de una matriz cuadrada, al número que le correspon- 
de a dicha matriz. 


Al determinante de una matriz cuadrada A se le simboliza por | A]. 


13 
*) Acada matriz cuadrada le corresponde como determinante un único número real. 


Ejemplo: Si la matriz es: A = 4 5] ; su determinante es: | A|= E ] 


**) El procedimiento para obtener el determinante depende del orden de la matriz. 


5.4.1 DETERMINANTE DE SEGUNDO ORDEN: 


Es el desarrollo de la matriz cuadrada que tiene 2 filas y 2 columnas; está definido 
por el producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de 


elementos de la diagonal secundaria. 
A Negativo 
Producto 
| | E | | Positivo 
|A]= ay b> ra az b; o d(A)= az b> ER a2 b, .—. 
* | Al determinante de la matriz A se le denota por: | A| 6 por d(A). 


A 
Ejemplo 1 :Si. A= 
4 8 


Resolución: 


AE ó 
1a1-| [axe - axt=-a => -. |A|=-4 
4 8 y eo. 
Ejempiofes: a=| = É 
emplo “ol = 
Jemp. 23 5 
Resolución: 
z- 8 
la1-| a e [7 0X5) - (-aN2)=35+0=as 5 : | |AJ=41, 
Ejemplo 3 :Si: B qa 
emplo ¿“Ol = 
jemp. e 
Resolución: 
2 8 1 : | 
B]= = (24) - (6) -|=-8+2=-6 = .. :[B]=-6' 
A E 18] 


Ahora veamos el proceso de resolución de un Sistema de dos ecuaciones em- 
pleando Determinantes. 


Supongamos el Sistema de Ecuaciones de Primer Grado con coeficientes literales: 


Se trata de resolver el 
ax+ b.y a (2)| Sistema de Ecuaciones: 


a) Si multiplicamos la primera ecuación por b, y la segunda ecuación por —b ¡»Se 
obtiene el Sistema Equivalente : 


ajpb,x+bbyy=Cb,| conaaoon (3) 
a,b x-b,b,y =,b, a Es (4) 


b) Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (3) y (4); obteniendo : 
a,b,x-— ab x=cCc/b,-cb, 
x(a,b, — ab.) = b,c, -b,c, 
l x= B2C1 -b102 | 
ab2-azb, 


c) Si muttiplicamos la primera ecuación por a, y la segunda ecuación por —a ¡»Se 
obtiene el sistema equivalente : 


=> OEA 
ax+by=C, > [a,3,+ aby = 2,0, | bt elo (5) 
IS 


d) Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (5) y (6); obteniendo: 


ab,y Á aby e 


y(a,b, - a,b,) = a,c, -a,C, 


a2C1 - ayCa a4C2 — a2Cy 
y o VS MA 
ab; = ab ayb = aby, 


Luego, expresamos en función de determinantes a: —— 


b2cy — byC2 E 
Al determinante del deno- dy ado - ab; e *= ay ey D, 
minador se le llama Deter- | 
minante del Sistema, si éste 
es nulo , el sistema es In- 


determinado. 


[5] 

m 

Ss 

m 
A O A 


5.4.2 REGLA DE CRAMER 


“El valor de una de las variables o incógnitas es igual al cociente de dos determi- 
nantes , en el denominador aparece el determinante del sistema y en el numera- 
dor aparece también pero reemplazando los coeficientes de la incógnita por los 
términos independientes correspondientes. 


Ejemplo (8): . 5x + 2y = 
Halla por determinantes, el conjunto solución del sistema: 

3x — 5y = 
Resolución: 


Aplicando la Regla de Cramer se procede de la manera siguiente : 


1%) Se halla el determinante del sistema d(s). 


ar OS (AE) m25= 02-81 > 1 a(8)==1] 


A 


22%) Se halla el determinante que corresponde a la variable “x” . 


ar |- (39)(-5) - (11)(2) =- 195 - 22 =-217 > 2 dx) =-217 


3%) Se halla el determinante que corresponde a la variable “y”. 


d(y)= | Ñ . '- (5)1(11) - (3139) = 55 -117=-62 = . d(y) =-62 


49%) El valor de la variable “x” se halla dividiendo el determinante que corresponde a 


la variable “x” entre el determinante del sistema: 


d El j 
O sea: 10 20) O e ME | 
d(s) 31 


5%) El valor de la variable “y” se halla dividiendo el determinante que corresponde a 
la variable “y” entre el determinante del sistema. 


“Y ¿e - 22 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: C. S.= (7, 2 ] 


Ejemplo (2): 8x + y =|21 
Halla por determinantes el conjunto solución del sistema: 
9x — 2y =|-7 


Resolución: 


Aplicando la Regla de Cramer, tenemos que : 


21 -1 
lle: Sres: (TICO _ 42748 


sl = x=7' 
Bu (82) -(9=y  -16+9 7 
[AL] 
: ye 
9 ¿| (8/7) - (921) -56-189 -245 : 
AA O ay 0 e 
[A] 
Rpta: ¿El cófiunid solución del sistema: (7 ,,35) 


A 


FC Matemácica BY] 2222222 


Ejemplo (3): 10x + 4y =/3 
Hallar por determinantes el conjunto solución del sistema: 
=5x + 20y = 


Resolución: 


Aplicando la Regla de Cramer, obtenemos que: 


4 
Ñ [5 | (8120) - (4(4) 60-16 24 1 


1 
QqRORRÓ___—— — x _ A—o_—— A AA =D. X== 
Me 4  10y(20) - (SNA) 200+20 220 5 5 
=5 la. 
< 
- 5 14)]  (10%4)-(-518)  40+15 65 _ 1 Es] 
a 4 — (1020) (510) 200+20 220 4 4 
-54%20 
Rpta: ¡El conjunto solución del sistema E a = = (1/5; 1/14). 
Ejemplo OD: 
Hallar por determinantes el conjunto solución del sistema: 
2 3 
=x-—y=|1 
3 PE 
Logia 
Resolución: 2 a 
Aplicando la Regla de Cramer , obtenemos que : 
del 
4 
1 1) ( 2) 1,15 14 7 
BEA Mi ==il=(51 2 e a 3 4 
hi Ca X 4 (E) 4 4 4 4 — ¿2% 
dal Gh) ts E) 2 
3 4 B3xh 4 2XH 4 6 8 24 24 
JAM 1 
2 4 


548. HHanuel Coveñas ed 
Dd 20-3 
10 1 17 
YN Jo (o e 2 
pill Ele E. A 
: E pa EA 
3 Sy 4 24 24 24 24 
A 
2 4 
ál 17.24 17.4 68 
= = — — AA = — 
"EF 6 paz 
Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = | _ ; S) 
Ejemplo(S): 0,3x — y =|1,2 
Hallar por determinantes el conjunto solución del sistema: 
0,4x + y =/3 
Resolución: 
Aplicando la Regla de Cramer, obtenemos que : 
1121 ,-1 
, Labs IN (1,21(1) - (31) 12+3 _4,2 42 _ 
E E a. > .fx=6 


Cll (0,311) -(0,4(=1) 0,3+0,4 0,7 7 


J [dal] (0,3)(8) -(0,4)(12) 0,9-0,48 042 42 3 _ 
17 (0,3K1) -(0,4)(=1) 0,7 0,7 470.45 
al 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = (e; a 


Ejemplo(6): 2 
Hallar por determinantes el conjunto solución del sistema: 5 


Resolución: a x-—y= 


Aplicando la Regla de Cramer,obtenemos que: 


cs E A 0 e BAS po | 
_3 
2 
AE] of] 
SU 
5 2 
Le” 
5 
| ota 
a a A 


5ÑNA 2 5 E 3 
4 5 


5 72 |  Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S.=(5, -2)| 


RESOLUCIÓN DE OTROS TIPOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES DE : 
PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES | 
Resolver el sistema: | 2(2x - 5) + 3y=-10 concanona (1) 


4(8 — 3x) + 315-2y) =41 ===. (2) 
Resolución: 


Efectuamos los productos indicados en cada ecuación dada : 
2(2x — 5) + 3y =-10 


4x-10+3y=-10 => |4x+3yY=0| comcccno. (1) 


4(8 — 3x) + 3(15 — 2y) = 41 


32-12x+45-6y=41 =>|-12x-—6y=-36| onmocccnn (11) 


- De la ecuación (1); despejamos *y” 


4x+3y=0 => |Y==—=kX] cnccnanas (1 


- En la ecuación (II), sacamos sexta a cada término, obteniendo: 


-12x-6y=-36 => -2x-y=-6 


DE A _ 


Manel Coucias Naguiche ? 


Cambiamos de signo a sus términos, quedando así: 


a 0 


Sustituimos la (111) en (IV): 


2x+ [-4x)- 6 =» 6x-4x=18 = 2x=18 => E 


3) 
Reemplazamos el valor de en (U11): 


4 : 

=--—(9 > =-4(3)=-12 > .. =-12: 

y 3 (9) => y=-4(3) y 
Rpta: El conjlito. Solución del sistema es: e S.= =(9, Ey a | 


ARA A 


MR A A MA A A 


Resolver el sistema: 


Resolución: 


_AD+CB 


En la ecuación (1) y (2), aplicamos: 


Obteniendo De (1): 


3 5) +2-2(y -1 
APPEIano Y = Y ; simplificamos los “2”en los 
2-3 denominadores. 


3x+15+4+4y-4 
————————=2x+y > 3x+4y+ 11 = 3(2x + y) 


3 
y 3x + 4y + 11 = 6x + 3y 
Obteniendo De (2): 11 =3x Y | cenonnonas (1) 


5(3x — 1) + 4(y +10) 


+2 
4-5 
15x —- 5+ 4y + 40 
—Dio ds +2 > 15x + 4y + 35 = 20(x + 2) 


15x + 4y + 35 = 20x + 40 


a (11) 


De la ecuación (!) despejamos “y” : 


A an 


-5=5x-4(3x-11) => -5=5x- 12x +44 


Sustituimos (III) en (11): 


7x=49 > x= 2-7 == lx=71 


Reemplazamos el valor de|x=7| en la ecuación (111): 


y=3(7)-11 = ..iy=10 


Rpta: El conjunto solu 


(3) Resolver el sistema : 


Resolución: 


12%) Decidimos eliminar la variable “y”; para conseguirlo multiplicamos la primera 
ecuación por 3. 


LE A Sisi (3) 
eV x /y 3 
E. (4) 
xXx y 38 Xx 3 
End a a at 
x 3 -14 12 


1 


Es) 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = (- 


| 
o) 
== E 
sl 


E 


a Resolver el sistema: x+1 3 (1) 
yr 2 
E (2) 
Resolucion: eE 
De la ecuación (1), se obtiene: 
3y +1 
2x+ 1)=3y+ 1) > 2x+2=3y+43 > -. |x= ini (3) 
De la ecuación (2) se obtiene : 
2(5-y)=1(x-1) > 10-2y=x-1 => . [x=11-2y | occccncon (4) 


Igualamos las ecuaciones (3) y (4) : 


3y +1 21 y 
=11-2y => 3y +1=22-4y => a > ú [y=3 


ÍA 
Reemplazamos el valor de en la ecuación (4): 
x=11-28) => : [xo5 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = (5; 3) 


MAUADIETA My DA FAMILIA 


Caso Particular: 


Cuando las incógnitas de un sistema se encuentran en los denominadores, 
el sistema se resuelve por medio del método de la reducción o también por 
| un método particular en el que no se suprimen sus denominadores sino que 


se adoptan otras incógniles en vez de «La y MA Ñ 
x 


Ejemplo): Resuelve el sistema: 


Resolución: 


a 


pa AAA € LEE A A a — e A. 


Hacemos que: 1 
y |—-=b 
y 


Luego, las ecuaciones dadas toman la siguiente forma : 


Multiplicamos “x2” a cada uno de los términos de la ecuación (II) ; obteniendo: 


16a-12b=4 | comme (1) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (MI) : 
Gar N2b=7 inimeo. (1) 
169-128=4 c.c.coo.. (111) 
11 1 
EMA.M: 22a=11 => a=— => . a=- 
22 2 
Reemplazamos el valor de . en la ecuación (l): 
d(2)+120=7 E A PE 
2 1218 


Luego, hallamos los valores de “x” e “y” 


Rpta: 


Resolución: 


Las ecuaciones dadas , se pueden escribir así: 


24) + s0/*] Es Lo (1) 122) Y 41) 1 E (2) 
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Hacemos que: 4 
y |—=b 
y 


Luego las ecuaciones dadas toman la siguiente forma: 


ES o 
>> 0 


Multiplicamos “x11” a cada término de la ecuación (11), obteniendo: 


132a -3Bb=11 | omuacann (1) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (I) y (lil): 


o 2. 0) 
132a- ES (111) 
26 
EM.A.M: 156a=26 => a: >: a= 


156 
Reemplazamos el valor de NN en la ecuación (1): 


247) +30b=15 => bid => >| LL 


Luego, hallamos los valores de “x” e “y” 


Resolución: 2 5 
De la ecuación (1); se obtiene : 
4(2x + 1) - 3(y — 1) > 
3-4 


8x+4-3y+3=134 = |8x-3Yy=5| co.m... (3) 


De la ecuación (2); se obtiene: 
5(x +2) — 2(y + 1) 
 _ AMM 1 
2-5 


5x+10-2y-2=125 = |5x-2y=2| cu... (4) 


Multiplicamos por “2” a los términos de la ecuación (3); obteniendo: 


=s o 


Multiplicamos por “-3” a los términos de la ecuación (4); obteniendo: 


ps o 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (5) y (6): 


16x -By= 10 cnocno. (5) 
—15x + GY=B comaconn (6) 
E MA.M: x=4 


Reemplazamos el valor de en la ecuación (3): 
84-325 => 3y=27 => Íy=9 
Rpta: | El conjunto solución del sistema es: C.S. = (4; 9) h 


Resolver el sistema: 5Vx + 3/y =8' sssrpeóós (1) 
A ES (2) 


Resolución: 


Multiplicamos por “4” a los términos de la ecuación (1); obteniendo: 


= a 


Multiplicamos por “-3” a los términos de la ecuación (2); obteniendo: 


ca o 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (3) y (4): 


EC Matemática Bl ES 


A A A A 


20 X + 124 =32 0 ccmncnnn (3) 
e E 


EMAM: 114/x=11 > di Et => Nx=t => x=1? =1 


Sa x=1 
Reemplazamos el valor de[x=1) en la ecuación (1): «de 


V 
s(Vi)+s/y=8 = 5+3/y=8 = Wy=3=1 > dy =1 


y 14 2 


Rpta: El conjunto solución del sistema 
es: C.S.=(1; 1). 


7 aa AT Ti do <A ¿MAA 


(7) Resolver el sistema: aduana” tao (1) 
x-2 y+2 
Sy 8 98 2.8, (2) 


Resolución: 
Multiplico por “2” a los términos de la ecuación (1); obteniendo: 


AA A 


E E ll (3) 
x-2 +2 


A MA (2) 
x-2 Y +2 
SIMA <= 83 Epa a 
x-2 


5%ó=x-2 => ¡Xx=27 


Reemplazamos el valor de lx = 271; en la ecuación (1): 


5 
+ = — + == 
425 y+2 5 y+2 
4 4 q 
IAS  A=x" A =y +2 
[14 =y 
Respuesta: El conjunto solución del sistema es: C.S. = (27; 14) t 
MA IT AA A A PS OARCAIAIAAS EAMDA CA RMAA 
a Resolver el sistema: — | (a —1)x + (a + 1)y = 2a E 1) e: (1) 
2 1 
eel Ga ce (2) 
a a-1 a 
Resolución: 


De la ecuación (2); se obtiene : 


A C AD+B-C 
E A AR 
AA, Za 7 BD BD 
a(a- 1) a 


A jam EE iia] 
Restamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (3): 
“Bix. (a+ 1)y-=28-W (1) 
Ta + ay =(a- 1224 1) cococcnn. (3) 
—M.A.M: (a+ 1)y — ay = 2(a? — 1) - (a— 1)(2a + 1) 
“ay + y ay = 2(a? — 1?) - (a - 1)(2a + 1) 
y = 2(a+ Ma=1) - (a 1)(2a + 1) ; factorizamos tai” 


y = (a — 1)[(2(a + 1) - (2a + 1)] 


y=(a- 111] > - ¡y=(a-1) 
Reemplazamos el valor de “y” en la ecuación (8) obteniendo: 
(a — 1)x + a(a — 1) = (a — 1)(2a + 1) 


sax + a] = (a-f(2a + 1) 


pesas e normar AO 


x+a=2a+1=  .. x=a+1 


Rpta: . El conjunto solución del sistema es: C.S. = ((a +1) (a- 1”: 1 


once 


TALLERDE 
EJERCICIOS N*(63) 


1. En cada sistema siguiente: 
a) Hallar el conjunto solución 
b) Gráfica en un sólo Eta las dos rectas y verifica las respuestas 


qee 4. pa 7. a 


x-y=2 x-y=3 2x-y=4 


La. ba] 5. ¡es *] 12x + 9y = 21 


4x-3y=5 Ax- 5y=5 -8x + 15y =14 


18x — 49y = 5 6. [3x+5y=-29 9. [9x-—4y=0 
12x- 35y = 1 6x + 2y=7 


2x + 3y = -18 


IL. Halla el determinante de cada matriz siguiente: 


1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones; aplicando la Regla de Cramer: 


2x + 3y = 28 


3x + 2y = 32 


6. |2x-30=-5y-x+15 
5x — Ty = 29 


av Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, aplicando cualquiera de los mé- 
todos estudiados (Reducción, sustitución, igualación, o determinantes). 


1. [8x=y+21 
9x - 2y =-—7 


4. |5x+4y=22 
3x- 7y=-15 


2x+3y  2x+y A 
3 5.7 

4hx+y  5x+y-7 

—— + ————=1 
8 12 


2x+1 +4 
¡PO 
5 7 


7(2x+1)  9(6y +4) 
—*—=. 5 


2y —x 
+ 


5x — 3y = 12 


y-2 
4 


x-1 
— + 
3 


[3 Vx +4/y =32 
5vVx -34/y =5 


6 9 
+ 


yx-4 ly +3 Ñ 
14 


12 


6 


Y. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones; aplicando cualquiera de los 
métodos estudiados: 


3. DAA 


x+y=a+b 


4. lx+y=a+b 
bx + ay = 2ab 


5. E 


ax+y=C 


VI. En cada sistema siguiente; verifica si los valores numéricos dados a sus variables 
satisfacen o no al sistema : 


x-y+2 > 3x+y+6 
m L=2) 


E y =3 
3x-5y+1 2x+3y-3 


O MS 
1. C.S.=(7: 5) 2. C.S.=[2; 1) 


3. C.S.= (3; 1) 


a de 6. C.S.=(-3; -4) 


7. C.S.=(3;2) BL GS.= A 
i 43 


raros 


O| IAl=18 — 1Bl=-21 ICi=-10 IDI=4 1El=10 IFl=-4| 


. C.S.=(8, 4) 3. C.S. = (9; 8) 


. C.S.=(1; 1) 6. C.S.=(10; 3) 


1. C.S.= (7:35) 
5 11 

4. C.S.=(2; 3) 5. C.S.=(4;1) 6. C.S.= LoS) 
7. C.S.=(10;21) 8. C.S.=(3;4) 9. C.S.=(3; 5) 

3 9 
10. cs=(hi-) 11. C.S.=(5;-1) 12. C.S. = (3; 4) 

dá 10 
13. C.S.=(7;-3) 14. C.S.=(1;2) 15. C.S.=(6; 12) 
16. C.S.=(10;7) 17. C.S.=(3: 1) 18. cs.=(2:1) 

1 
19. CS. = (3; 5) 20. C.S. = (2; 3) 21. cs.=(1;2) 
22. C.S.= (2:24 23. C.S.=(4; 3) 24. C.S.=(16; 25) 
. C.S.=(8; 6) 26. C.S.=(1:2) 


. C.S.= ((a +b); (a-b)) 2. C.S.= (a; b) 3. C.S.= (b; a) 


4. C.S. =(a;b) 


1. Si satisface. 2. Si satisface. 3. Si satisface. 


4. Si satisface. 5. Si satisface. 6. Si satisface. 


5.6 RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS POR MEDIO DE LAS ECUACIONES 
SIMULTÁNEAS DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 
Problema(D): La suma de dos números es 55; y uno de ellos es 9 unidades menor que 


el otro. Determinar los números. 


Resolución: 


A A A ” 


EL Matemática Bl 1563 


A A a EN 


Sean los dos números: fx é y 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


as (1) y AAN (2) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2), obteniendo: 
puna o 2 


Reemplazamos el valor de ; en la ecuación (1): 


32+y=55 => y=55-32=228B8 => 


Rpta: | Los números pedidos son: 32 y 23.. 


a 


Problema(2): Hallar dos números cuya suma es 196, si el mayor excede al menor en 8. 


Resolución: 
Sean los dos números: | x= +t Mayor 
um ES 1 
a 00 
Del enunciado: 
El ++ mayor excede al menor en 8, obtenemos: | x-y=8 lumaccaco.. (2) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2): 


X+y=196 cccunnoa (1) 
ASYNIa. 1.22 (2) 
204 


EM.A.M: 2x=204 > x= = =102= 


Reemplazamos el valor de “x” en la ecuación (1): 


102+y=96 = y=196-102 > .. y=94 
Rpta: Los números pedidos son: 102 y 94. | 


Problemad): La suma de los dígitos de un número de dos dígitos es 11. Si el orden 
de los dígitos se invierte; el número resultante excede al número original en 45. Hállase 
el número original. 


Resolución: 


Sea el número de dos dígitos: xy =|x+y=11| ....... (1) 


Del enunciado: Si el orden de los dígitos del número original (xy) se invierte (yx) el 


número resultante excede al número original ( xy) en 45; planteamos la ecuación: 


” A A RI srta seee 


yx excede a xy en 45 Por descomposición polinomica: 


ao ei - pe 


¿10y + x) — (10x + y) = 45 
10y + x-— 10x-— y = 45 
9y - 9x = 45 


Sacamos novena a cada término: 


XBEY= TV ascnunas (1) 
Y—M=D — isasióón (2) 


:y=8. 


ZM.A.M: 2y=16 > y= E =8 >.. 


Reemplazamos el valor de [y =8) en la ecuación (1): 


x+8=11 3 x=11-8 > .. Px=3 


Rpta. — Elnúmero originales: xy =38 
UI, AN ION 


Problema(4): La suma de dos números es 74, su diferencia dividida entre el menor 
da 2 por cociente y 10 por residuo. ¿Cuáles son los números? 


Resolución: 


Sean los dos números: , = ++ Mayor 


y = tt Menor 

Del enunciado, planteamos las ecuaciones: |x+y=74| ........ (1) 
[Por Propiedad:] 
| Por Propieda pa ISA: 4: 

Dd di 

ms le 
EG | x—-3y=10 | cucaunon (2) 
3 


Restamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2): 


== 


<L Matemática E 


Restamos: M.A.M: 4y=64 > y= A =16 > .. y216 


Reemplazamos el valor de [y =16), en la ecuación (1): 


x+ 16-74 => 'x=74-16-> > (WM 


Rpta: Los números pedidos son: 58 y 16, A 


Problema(5) : Hallar las edades de dos personas, sabiendo que si la primera tuviese 
10 años menos, su edad sería los 4/3 de la edad de la segunda, y si la segunda tuviese 
20 años más, ambas tendrían la misma edad. 


Resolución: 


Sean la edad de las dos personas: x = Edad de la primera persona 
y = Edad de la segunda persona 


*) Del enunciado: Si la primera persona tuviese 10 años menos, su edad sería los 
4/3 de la edad de la segunda . 


x-10==y => [3x- 30 =4y |........ (1) 


**) Del enunciado: Si la segunda tuviese 20 años más, ambas tendrían la misma 
edad. 


Sustituimos la ecuación (2) en (1): 
3(y +20) -30=4y => 3y+60-30=4y => -. |30=y 
Reemplazamos el valor de “y” en (2): 


30+20=x = ..[50=x, 


Rpta: Las edades de las dos personas son: 30 años y 50 años. : 


Problema(6): Hace 4 años las edades de dos personas estaban en la relación de 2 a 3, 
y dentro de 4 años estarán en la relación de 4 a5. ¿Qué edad tienen dichas personas? 


Resolución: 


Sean las edades actuales de las dos personas: 


x = Edad actual de la primera persona 
y = Edad actual de la segunda persona 


A Haciendo el producto de 
+ Edades hace 4 años: extremos y medios: 


Ta IG 
Segunda persona = y — 4 3x-12=2y-8 


A Haciendo el producto de 
t-+ Edades dentro de 4 años: extremos y medios: 


Pri => 4 
SS 


[| 
Segunda persona = y + 4 5x + 20 = 4y + 16 
5x—4y= A lonmnocnn (2) 


Luego para eliminar la variable “y” en las ecuaciones (1) y (2); multiplicamos la 
ecuación (1) por -2: 


3x-2y=4 —»Por-2-» -—6x +Wy = -8 
5x-4dy=4 —— mam  DX— 4Y=-4 
EMAM: -x=-12 > x= 12] 
Reemplazamos el valor de en la ecuación (1): 


3(12)-2y=4 => 36-2y=4 = 32=2y > ..|y=16| 


Rpta: Las edades actuales de las dos personas es: 
12 años y 16 años. - E 


Problemal2) : La suma de los dígitos de un número es 15; si el dígito de las unidades 
excede en 3 al dígito de las decenas. ¿Cuál es el número? 


Resolución: 


Sea el número de dos digitos: 


du H Dígito de las unidades ] 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


LM.A.M: 2u=18 > u=7=9 >... u=9j 
Reemplazamos el valor de en la ecuación (1): 
d+9=15 => d=15-9 => d=6 


Rpta. El número pedido es: du = 69 


Problema(8): Si se resta 2 al numerador de una fracción, ella se hace igual a 4; y si se 
suma 4 a su denominador, ella se hace igual a 2. ¿Cuál es la fracción? 


Resolución: 


Sea la fracción pedida igual a: 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


Sustituimos la ecuación (4) en (3): 


(2d +8) -4d=2 > 6=2d > .. 3=d 
Reemplazamos el valor de en la ecuación (4): 
n=2(3)+8 => .. ¿n=14 
Rpta. | La fracción pedida es igual a: qe JA 


ProblemáS) : La suma, el producto y la diferencia de dos números son entre sí como 
6, 16 y 2. ¿Cuáles son estos números?. 
Resolución: 


Sean los dos números: “x” e “y 


, - x 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: =—= = 
6 


De la primera relación: De la segunda relación: 


x+y xy 
6 16 
Simplificamos los denominadores: 


x+Y X-y 
Pra 


Simplificamos los denominadores: 


x-y 
8 


8B(x + y) = 3xy 


Sustituimos (1) en (1): 


8(2y + y) = 3(2y)y > 8(3y) =6y? > 24y=6y? > 4y=y> 
Factorizamos *y” en el primer miembro, obteniendo: | y(4 — y) = 0 

ii) 4-y=0 => [y=4| 
Reemplazamos el valor| y = 4) en la ecuación (11): 


24)=x = : [REN] 


Sólo tomamos el valor de y=4 | 
y no y = 0; pues este valor no | 
! satisface el sistema. 


De donde: |i) y=0 = 


Apta: Losnúmeros pedidos son: 'x = 8 ';' y =4| 


Problema 10) : Si se agrega 3 a los dos términos de una fracción se obtiene otra 
equivalente a 7/10; y al restar 2 a los dos términos se obtiene una fracción equivalente 
a 3/5. Hallar la fracción. 


Resolución: 


Sea la fracción pedida igual a: 


Del enunciado, planteamos las siguientes ecuaciones: 


n+3_ 7 (1) n-2_ 


d+3 10 d-2 


En las ecuaciones (I) y (1), hacemos producto de extremos y medios, obteniendo: 
| De la ecuación (1): ¡| De la ecuación (11): 
10(n + 3) = 7(d + 3) 5 (n - 2) = 3(d — 2) 


10n + 30 = 7d + 21 | 5n — 10= 3d -6 


| 


- Multiplicamos por -2, a la ecuación (IV): 
Ec. (IV): m» 5n-3d=4 ==> Por -2 ==>» Yi +6d=-8 


Ec. (II): mp 10n-7d=-9 ——_—_—-> 108 -7d=-9 


2M.A.M: -d=-17=> .. ¡d=17] 


Reemplazamos el valor de ; en la ecuación (I11): 


10n —7(17)=-9 = 10n-119=-9 = 10n=110 => n= = = MEM 
PREIS a ODA 
Rpta. La fracción pedida es: AR 


Problema(Í)): Los 2/5 del largo de un rectángulo sumados con los 3/4 del ancho da 
27 cm, si el perímetro es 100 cm, hallar sus dimensiones. 


Resolución: 


Sean las dimensiones del rectángulo: | l=largo y 
a=ancho 


Del enunciado planteamos las ecuaciones: 


*) Perímetro = 100 
FERMErOESS: 


Y de los 4 lados = 100 
Te Mi 


21 + 2a= 100 ; sacamos mitad a cada término: 


570. _PHanuel Coveñas Naquiche O 


ae E 90 E 
AD+B-C 
En la ecuación (1) ; aplicamos: LJ + E 
BD B-D 
a(2£) + 5(3a) 8l +15a 
2 34-97 > a > ———=21 
5 4 5-4 20 


De la ecuación (2); despejamos “£ | BLl+15a=540| mm... (3) 
09 


Sustituimos la ecuación (4) en (3): 
8(50 — a) + 152 =540 => 400-8a+152=540 = 7a=140 > .. |a=20| 
Reemplazamos el valor de “a” en (4): 

[=50-20 = :. |£=30; 


Rpta. Las dimensiones del rectángulo son: | 
ancho = 20 cm ; y largo = 30 cm. 


Problema(12) : Ocho camisas y un pantalón cuestan 125 soles. Al mismo precio, ocho 
pantalones y una camisa costarían 370 soles. Obténgase el precio de un pantalón. 


Resolución: 


Sea: | Precio de una camisa = C 
Precio de un pantalón = P 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones siguientes: 
a Mm: Tsp+1Cc=370]......... (2) 
Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2): 
9C + 9P = 495 ; sacamos novena a cada término. 
CABSIS => - |[C=55=P It. (3) 
Sustituimos la ecuación (3) en (1): 
8(55-P)+1P=125 => 440-8P + 1P=125 


440-125=8P-1P > 315=7P 
¿P=45| 


Reemplazamos el valor de [P = 45), en la ecuación (3): 


C=55-45 =>. C=10 


Rpta. | El precio de un pantalón es de 45 soles. ! 


Problema 43): Dividir 240 en dos partes, de manera que la razón de la mayor a la 
menor sea: 17 : 13. ¿Cuál es la parte mayor? 


Resolución: 


Sean “x” é “y” las dos partes en que se divide 240. 


17 
De donde: |x+y=240| ommannca.. (1) PA A (2) 
13 | 


Despejamos “y” en la ecuación (1). y =240—X mm... (3) 
Sustituimos la ecuación (3) en (2): 


=— ¡hacemos producto de extremos y medios, 


13x = 17 (240-x) => 13x= 17(240) — 17x 
30x = 17(240) > x=17(8) = 
Reemplazamos el valor de[x =136| en la ecuación (3): 


y=240-136 => -. y=104 


Rpta. | La parte mayor es igual a 136. | 


Problema 48): Si el largo de un terreno rectangular aumentase en 3 m y el ancho 
disminuye en 4 m, el área disminuirá en 56 m?; si el ancho aumentara en 5 m y el largo 
disminuyera en 4 m, el área aumentaría en 32 m?. ¿Cuáles son las dimensiones del 
terreno? 


Resolución: 


Sean las dimensiones del terreno rectángular: hi =largo y 


a = ancho 
De donde: [Area = La]..... m 


*) Si el largo aumenta 3 m y el ancho disminuye 4 m, la nueva área sería: 


Área del nuevo rectángulo = (£ + 3)(a — 4) 


Luego: | Lxa-—(£ + 3)(a — 4) =56 | o (2) 


Ba WHanud Cocias Magute? 


**) si el ancho aumenta 5 m y el largo disminuye 4 m, la nueva área sería: 


Area del nuevo rectángulo = (£ — 4)(a + 5) 


Luego: (L — 4)a +5) -Lxa=32 | ..uu.... (3) 


Efectuando los productos indicados en las ecuaciones (2) y (3); obtenemos: 


De la ecuación (2):  lxá- (Lá - 4L + 3a- 12) =56 
De la ecuación (3): ba +5L- 4a-—20- ka = 32 


De las ecuaciones (4) y (5) decidimos eliminar la variable “a”, multiplicando la 
ecuación (4) por 4 y la ecuación (5) por -3. 


4l-3Za=44 ——» Por4 —> a 
1 


5l-4a=52 =p» Por-3=>  -—15ly12a=-156 
EMAM: 160-15l=176-156 >= -. [(=201 


Reemplazamos el valor de [4=20) en la ecuación (4): 


4(20) -3a=44 = 80-3a=44 = MW=3a= :. 12=a; 


Rpta. Las dimensiones del terreno rectangular son: 20m y 12m 


Problema(15) ¿Halla una fracción equivalente a 3/5 cuya suma de sus términos sea 96. 
Resolución: 


3 > Numerador 
Sea: La fracción inicial = — 
5 mu» Denominador 


La fracción equivalente a == = E 0) 


Del enunciado del problema se tiene que: 
96 
3k+5k=96 > 8k=96 => km praia 7 “4 


Reemplazamos el valor de “k” en (l): 
_ 312) 36 


Fracción equivalente = —= 
5k 5(12) 2 60 


EC Matematica E E E JE 


Rpta: La fracción equivalente a Da es igual a mo | 


Problemal18 : La suma de los inversos e dos números es 15/4 y la diferencia de 
estos inversos es 9/4 ¿Cuáles son los números? 


Resolución: 
Sean: Los números pedidos “x” e “y”; sus inversos son: cba tm 
x” y 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 
ale a 8 (1) M0 e MARA (2) 
x y 4 x y 4 
Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2) 
b + LL cr (1) 
x hy 4 
1_ Y-MQ.ee (2) 
Xx 4 
Y M.A.M 22) O A q.) E 2-) =6 
x 4 4 x 4 x 
De donde: E Ex ia $ 1 pon 
6 CA 


E 
Rpta: | Los números pedidos son: 5 y = 


574, Manuel Coveñas Haguiche 2 


Problema(1?;: (47): La diferencia de dos números es igual a los cinco sextos de su suma; el 
mayor excede a 10 veces el menor en 3. ¿Cuáles son esos números? 


Resolución: 


Sean los números pedidos: | a = Número mayor 
b = Número menor 


Del enunciado, planteamos las siguientes ecuaciones: 


a=b ¿(a+b) hal O E a (2) 


Efectuando operaciones en (1), obtenemos: 


5 
a-b= ¿(a+b) => 6a-Gb=5a +5b = Ga-5a=5b+6b > [a=11b] .....(3) 


Reemplazamos (3) en (2): 
11b-10b=3 = .. b=3 ($ menor) 
Reemplazamos el valor del b=3 B en la ecuación (3): 


a=11(3)> .. a=33 ($ mayor) 


Rpta. p Los números pedidos son: 33 y 3| 


Problema(18) : Si el mayor de dos números se divide entre el menor el cociente es 2 
y el residuo 2 y si el triple del menor se divide entre el mayor, el cociente es 1 y el 
residuo 3. ¿Cuáles son los números? 


Resolución: 


Sean los números pedidos: | a = Número mayor 
b = Número menor 


Del enunciado planteamos las ecuaciones: 


Reemplazamos (1) en (2): 
pz 
3b=1(2b+2)+3 => 3b=2b+2+3= -. b=5 (% menor) 


Reemplazamos el valor de [b =5); en (1): 


Hatemats 


a=25)+2 =>! 


:a=12 ($ mayor) 
Rpta. Los números pedidos son: 5 y 12* 
A 


Problema(19: Si se triplica el numerador de una fracción y se añade 2 al denominador 


se obtiene 3/2. Si se aumenta 4 a cada término, resulta 3/4 ¿Cuál es la fracción? 
Resolución: 


Sea la fracción pedida = el 


Dei enunciado, planteamos las siguientes ecuaciones: 


D+2 
2(3N) =D +2) > [n=] ee (3) 
De la ecuación (2), se obtiene: 


4(N + 4) = 3(D + 4) > 4N + 16=3D+ 12 => :. [4N =3D - 4] 
Reemplazamos (3) en (4): 
D+2 
4 O PAN do 


"DS 8 
Reemplazamos el valor de ; en la ecuación (3): 
8+2 
N= > [N=9 
2 


La fracción pedida es igual a: Y > 2 
: D 8 
Problema(20 : Manuel tiene 8 animales entre pollos y conejos. Si cuenta en total 22 


patas (extremidades). ¿Cuántos animales hay de cada especie? 
Resolución: 


Rpta. 


Sean: b de pollos =p = | tt total de patas de pollos = 2p 


Ht total de conejos =c => tt total de patas de los conejos = 4c 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


p+c=8]......... Mm .: [2p+4c=22 | ......... (11) 


Para resolver este sistema, aplicamos el método de reducción, pudiéndose apli- 
car cualquiera de los métodos ya mencionados, veamos: 


Multiplicamos por -4, ambos miembros de la ecuación (I), obteniendo: 
AS A 0) 
2p E 22. a (11) 
E M.A.M: -2p=-10 > p= > => -. ¡p=5. (ide pollos) 
Reemplazamos el valor de ; en la ecuación (1): 


p+c=8 > 5+c=8 > .. c=3) ($t de conejos) 


Rpta: j El + de animales de cada especie son: 
¿*t de pollos =5 y + de conejos = 3. 


a A 
Problema 02) : Una lancha que navega por un río recorre 30 km/h en favor de la 
corriente y 16km/h contra la corriente. ¿Cuál es la velocidad de la lancha y la del río? 


Resolución: 


Sean: |Velocidad de la lancha en agua tranquila = x 
Velocidad del río = y 
Velocidad de la lancha en favor de la corriente = x + y 
Velocidad de la lancha contra la corriente = x — y 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


EM.A.M: 2x=46 > x= A 


Reemplazamos el valor de ; en la ecuación (1): 


x+y=30 > 23+y=30 > .. ly=7] 


Rpta: "Las velocidades son: Velocidad de lancha: x = 23 km/h 
j Velocidad de río: y = 7 knvh 


' A E A 


años excederá en 1 año al doble de la de este último. ¿Qué edad tiene cada uno? 


Resolución: 


Para este tipo de problemas es recomendable hacer un cuadro ya que se relacio- 


nan los 3 tiempos, veamos: 
Ll 
de 9 años 
Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


(S - 4) = 4H -4) | cucconann (D : (6+9-1=2H+9)| cu... (2) 


Efectuando, operaciones en (1); se obtiene: 


S-4=4H-16 = [S=4H-12]........ (3) 


Reemplazamos (3) en (2): 


(4H-12+9)-1=2H+9) > 4H-4=2H+18 > 2H=22 


+50 4Hi= M 
Reemplazamos el valor de yen la ecuación (3): 
S=4(11)-12 > .. ¡S=32; 


Rpta: | Las edades que tienen cada uno son: | 
| Edad de Sara: S =32 años 


l Edad de su hijo: H= 11 años 


AA, 
Problema (23): La suma de las cifras de un número de dos cifras es 10, al invertir el 
orden de sus cifras, este nuevo número supera al primero en 18. Hallar el número inicial. 


Resolución: 


Sea: — |El número inicial de 2 cifras = du 
Número que resulta de invertir sus cifras = ud 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


En la ecuación (2); descomponemos polinómicamente los números de 2 cifras. 


juas 26=2-10+6 
(10u + d) — (10d + u) = 18 En General: 

9u - 9d = 18 ab = 10a+b 

9(u — d) = 18 


a 


De las ecuaciones (1) y (3); se tiene: 


EMAM: 2u=12 > u= 2 =6= -. lu=6: 


Reemplazamos el valor de [u=6); en la ecuación (3): 
6-d=2 => d=4 
Rpta: ' Elnúmero inicial de 2 cifras: du =46 j 


Problema(29 : Un padre tiene el triple de la edad de su hijo. Si el padre tuviera 20 
años menos y su hijo 16 años más, entonces ambos tendrían la misma edad. Hallar 
las edades actuales de los dos. 


Resolución: 


Sea: | Edad actual del padre = P 
Edad actual del hijo = H 


Del enunciado, planteamos las ecuaciones: 


Ppe3A lose A o AN (2) 
Reemplazamos (1) en (2): 
3H-20=H+16 > 2H=36 > -. ¡H=18 


Padre: P =54 años ; Hijo: H=18 años 


A A 
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Problema eL : Un ciclista empleó cierto tiempo para ir de un pueblo a otro, distantes 
entre si 160 km, si la velocidad media hubiera sido 8 km más por hora, habría emplea- 
do una hora menos en recorrer la misma distancia. ¿Cuál fue la velocidad y qué tiempo 
empleó? 


Resolución: 


Sea: t = Tiempo empleado en recorrer los 160 km 
V = Velocidad empleado en recorrer los 160 km 


Sabemos que: 


Espaclo = Velocidad x tiempo | 
P.. 0) 


Si la velocidad media hubiera sido 8 km más por hora, habría empleado una hora 
menos en recorrer la misma distancia o sea los 160 km 


Sabemos que: 


Espacio = Velocidad x tiempo 


Donde: 


160 =(V+8)x(t- 1) 


Reemplazamos (1) en (2): 160 =Vt-V+8t-8 | ..... (2) 
M=V(-V+8t-8 => aa... (3) 


Reemplazamos (3) en (1): 


160 = (8t-8)xt = 160 = 8(t- 1)xt 


20 =(t-1)xt ; descomponemos 


5 el 20 como: ¡20=4x5. 


4x5=(t-1)xt "mb Dedonde: 1=5 
Luego, reemplazamos el valor de [t= 5] ; en la ecuación (3); obteniendo: 
V=8(5)-8 > V=40-8 >= .. |V=32| 


Apta: | La velocidad:V = 32 km/h y el tiempo es: t=5 horas. 


Problema | 1 : La suma de un número, 
más el triple de otro es igual a 17, si del 
triple del primero, se resta el duplo del 
segundo se obtiene 7. ¿Cuáles son los 
números? 


Resolución: 


Problema 2: La diferencia de dos nú- 
meros es -9/4 y su cociente 0,1 ¿Cuá- 
les son los números? 


Resolución: 


TALLERDE 2. 
EJERCICIOS N* (54) 


Problema 3:: Si se aumenta en 2 cm | 
el largo y el ancho de un rectángulo, el ¡ 
perímetro resulta de 24 cm. Si el largo 
se disminuye en 2 cm resulta un cua- 
drado. ¿Cuáles son las dimensiones del 
rectángulo? 


Resolución: 


Rpta. 5 cm y 3 cm 
Problema E La suma de dos núme- 
ros es 406, su cociente es 2 y el resto 
91. ¿Cuáles son los números? 


Resolución: 


' Problema 5 : Si al numerador de una 
fracción se le suma 1 y se le resta 2 al 
denominador, dicha fracción se convier- 

te en 1; si se resta 1 al numerador y se 

lle suma 1 al denominador, se transfor- 

i ma en 1/6. ¿Cuál es esa fracción? 


Resolución: 


¡ Problema 6 : Julio tiene la mitad de la 
edad que tendrá Pedro dentro de 5 años 
y Pedro tiene la mitad de las dos eda- 

i des, más 5. ¿Cuáles son las edades de 

¡ Julio y de Pedro? 


Resolución: 


Rpta. Julio = 15 años 
¿Pedro = 25 años 


Rpta. . 2/5 


Problema 7 : Un número de dos ci- | 
tras es tal que la cifra de las decenas es 
igual a los 3/4 de la cifra de las unida- ¿ 
des; si se permutan las cifras se obtiene 
un número 9 unidades mayor que el pri- ; 
mero. ¿Cuál es el primer número? 


Resolución: 


Rpta. 34 


Problema 8 : El largo de un rectángu- | 
lo es igual al ancho aumentado en un 
40%. Si el perímetro es de 48 m. ¿Cuá- 
les son las dimensiones del rectánguio? ! 


Resolución: 


Rpta. : 


NIVEL I 


Problema () La suma de las edades 
de Nataly y Vanessa es 50 años y el triple 
de la edad de Nataly es igual al doble de 
la edad de Vanessa. ¿Cuál edad tiene 
Nataly? 


A) 20 años 
D) 10 años 


B) 30 años C)40 años 
E) N.A. 


Problema (2: Halla dos números tales 
que el triple del mayor excede a un tercio 
del menor en 176 y cinco veces el menor 
excede a tres octavos del mayor en 216. 


A) 64 y 28 B)32y96  C) 64 y 48 
D) 48 y 24 E) N.A. 
Problema : Halla una fracción equi- 


valente a 5/8; cuya suma de sus términos 
sea 117. 


A) 32/69 B) 35/67 C) 72/45 
D) 45/72 E) 45/82 
Problema : La suma de dos números 


es igual a los cinco tercios de su diferen- 
cia y el mayor excede a dos veces el 
menor en 32. ¿Cuál es el mayor? 


A)16 B)64  C)32 D)48 E)26 


Problemat,Halla dos números tales que 
el quíntuplo del mayor exceda tres cuartos 
del menor en 54 y tres veces el menor ex- 
ceda a dos tercios del mayor en 16. 


A) 13 y9 
D) 12y8 


B)14y10 C)12y9 
E) NA. 


Problema Ó: En una granja donde exis- 
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ten vacas y gallinas se contaron 80 cabe- 
zas y 220 patas (extremidades). ¿Cuán- 
tas vacas hay? 


A)50 B)30 C)20  D)40 E)60 


Problema Ó : La suma de los inversos 
de dos números es 7/6 y la diferencia de 
estos inversos es 1/6. ¿Cuál es el producto 
de dichos números? 


A)3/2 B)4 C)5/2 D)3 E)NA. 


Problema $3 : Andrés es 40 años más 
joven que Sara. Dentro de 3 años Sara 
tendrá el triple de la edad de Andrés. ¿Qué 
edad tienen ahora Sara? 


A) 19 años B) 17 años C)75 años 
D) 57 años E) N.A. 


Problema(): Si al doble de la edad de 
Nataly, le sumamos el triple de la edad de 
Vanessa obtenemos 77 años. Si al triple 
de la edad de Nataly, le sumamos el do- 
ble de la edad de vanessa, resulta 78 
años. ¿Qué edad tiene Vanessa? 


A) 17 años 
D) 18 años 


B) lIGaños C) 15 años 
E)14 años 


Problema ÚÓ : Si al numerador de la 
fracción 3/5 se le suma un número y al 
denominador se le resta el mismo núme- 
ro se obtiene otra fracción equivalente a 
la recíproca de la fracción dada. Calcular 
el número. 

A) 3 B2 04 


DJ5  EJ6 


Problema Í: Si al mayor de dos núme- 


ros se divide entre el menor, el cociente 
es 4 y el residuo 3; y el quíntuplo del me- 
nor se divide entre el mayor, el cociente 
es 1 y el residuo 16. ¿Cuál es el menor? 
A)29 B)79 C)t9 D)89 E)97 
Problema Ó : Si a un número se le qui- 
ta 30 unidades, queda los 3/5 del núme- 
ro. ¿Qué cantidad se le debe quitar al nú- 
mero inicial para que quede los 2/3 del 
mismo? 


A)27  B)25 C)24 D)26  E)22 


Problema Ó: Tengo 360 soles y deseo 
comprar, camisas y pantalones. Si com- 
pro 2 camisas y un pantalón me sobran 
50 soles; pero si compro 1 camisa y dos 
pantalones me faltan 20 soles. ¿Cuánto 
cuesta cada camisa? 


A) S/. 60 B) S/. 80 
D) S/.150 E) S/. 120 


C) S/. 100 


Problema : Una lancha puede viajar 
a 20 km/h en aguas tranquilas; puede na- 
vegar 36 km/h a favor de la corriente, en 
el mismo tiempo que viaja río arriba 
24 km. ¿Cuál es la velocidad de la corrien- 
te? 


A)63  B)45 C)27 D)72 E)54 


Problema : La suma de las dos cifras 
de un número es 9. Sila cifra de las dece- 
nas se aumenta en 1 y la cifra de las uni- 
dades se disminuyen en 1; las cifras se 
invierte. ¿Cuál es el número? 


A)63  B)45 C)27 D)72 E)54 


Clave de Respuestas 


1.A|2.C]3.D| 4B]| 5.D 
6.B| 7.D| 8.Dj| 9.C /10.B 
11.C /12.B |13.B/14.C 115.B 


ES nivEL a 


Problema : El doble de la edad de 
Fidel excede en 50 años a la edad de 
susana, y 1/4 de la edad de Susana es 35 
años menos que la edad de Fidel. Hallar 
la edad de Fidel? 


A) 35 años B) 40 años C) 45 años 
D) 30 años E) 50 años 
Problema 5: Un número excede a otro 


en 20; hallar los números sabiendo que 
1/5 del mayor más 1/3 del menor es igual 
a la diferencia. (Dar como respuesta el 
mayor). 


A)30 B)40 C)50 D)20 E)60 


Problema £) : Halla dos números, si el 


tercio del primero más la mitad del segun- 
do dan 14, siendo el quinto del primero 
igual al sexto del segundo. (Dar como res- 
puesta el menor). 


A)16 B)18 C)15 D)20 E)MA. 


Problema : Se paga una cuota de 
S/. 425 con 60 billetes; unas de 5 soles y 
otras de 10 soles. ¿Cuántos billetes son 
de 10 soles? 


A)28 B)25 C)30 D)35 E)32 


Problema : Dos números están entre 
si como 3 a 4; pero si se añade 5 a cada 
uno de ellos su relación será como 4 es a 
5. Hallar el menor de dichos números. 


A)15 B)20 C)25 D)16 E)18 


Problema Ó: La relación de dos núme- 
ros es de 6 a 5; pero si se disminuyera a 
cada uno de ellos en 4. Su relación que- 
daría como 4 es a 3. Haltar el mayor de 
dicho número. 


A)t0 B)12 C)14 D)16 E)20 


Problema Ó: Triplicando el denominador 
de una fracción resulta 1/5 y disminuyendo 
el mismo denominador en 2, su valor es 
igual a la unidad. Hallar la fracción. 


A)2/3  B)5/3 C)3/5 D)6/9 E)5/8 


Problema >: Las edades de A y B están 
en la relación de 4 a 5. Hace 15 años la 
relación era de 1 a 2. Halla la edad que 
tiene A. 


A) 20 años B) 25 años C) 30 años 
D) 35 años E) 40 años 
Problema : Si al numerador de una 


fracción se añade 5, el valor de la fracción 
es 2; y si al numerador se resta 2, el valor 
de la fracción es 1. Halla la fracción. 


A)5/8 B)7/9 C)9/7 D)6/4 E)N.A 


Problema Ó : Si Manuel le dá a Franklin 
30 soles, ambos tienen igual suma, pero 
si Franklin le dá a Manuel 30 soles, éste 
tiene 4 veces lo que le queda a Franklin. 
¿Cuánto tiene Franklin? 


A) 130 soles 
D) 90 soles 


B) 110 soles C) 70 soles 
E) 100 soles 


Problema Ó: Hace 6 años la edad de 
Nataly era 3 veces la edad de Vanessa y 
dentro de 8 años excederá en 4 años a la 
edad de Vanessa. ¿Qué edad tiene 
Nataly? 


A) 8 años 
D) 14 años 


B) 12años C) 10 años 
E) N.A. 


Problema Ó: Un motociclista empleó 
cierto tiempo para ir de un pueblo a otro; 
distantes entre si 240 km, si la velocidad 
media hubiera sido 6 km menos por hora, 
habría empelado dos horas más en reco- 
rrer la misma distancia. ¿Cuál fue la velo- 
cidad y qué tiempo empleó? 


A) 35 km/h y 9h B) 32 km/h y 8 h 
C) 30 km/h y 6 h D) 30 km/h y 8 h 
E) N.A. 


Problema $ : Un cierto número que esta 
comprendido entre 10 y 100 es 8 veces la 
suma de sus digitos y si se le resta 45 sus 
dígitos se invierten. Hallar el número. 


A)27 B)72 C)63  D)36 E)45 


Problema : Setiene 74 litros de agua 
repartidos én baldes de 2 y 3 litros. Si 
contamos el total de baldes, encontramos 
que son 32 en total. ¿Cuántos baldes de 
2 litros hay? 

Ay2 B)22 C)20 D)23 E)25 


Problema Ó : En una reunión se cuen- 
tan tantos caballeros como tres veces el 
número de damas, después se retiran 8 pa- 
rejas, el número de caballeros, que aún 
quedaba es igual a 5 veces el de damas. 
¿Cuántos caballeros habían inicialmente? 


A)45 B)36 C)48  D)62 E)51 


Clave de Respuestas 


1.C¡|2.C|3.Cj| 4.B] 5.A 
6.B|7.C| 8.Ajf 9.C[10.C ' 
11.B |12.D|13.B|14.B 115. C 
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5.7 SISTEMAS DE ECUACIONES CONTRES VARIABLES * 
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Un sistema de tres ecuaciones con tres variables (incógnitas) es de la forma: 


a, a,, a,, son los coeficientes de “x” 
b,,b pe b ¿» SON los coeficientes de “y” 
C;» Cy, C,, SON los coeficientes de “z” 


ax+ b,y +0,2= d, 
ax+ b,y +0,2= d, ms> Donde: 
ax +b,y+0,2= d, 2 


d,, 0. > d.. son los términos independientes 


- Un sistema de ecuaciones de primer grado con tres variables (incógnitas) 
puede ser resuelto por los siguientes métodos: 


a) Por Reducción Cc) Por Igualación 
b) Por Sustitución | d) Por Determinación o por el método de Cramer 


a) Método por Reducción: 


Se elimina una de las incógnitas tomando de dos en dos las ecuaciones. Esto nos 
permite formar un sistema de dos ecuaciones con las otras dos incógnitas que se 
resuelve por cualquiera de los métodos conocidos. 


Ejemplo(D): Resolver el sistema: [x+y+Z=8 oca. (1) 
EX Y BES mrenan (2) 
A (3) 

Resolución: 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2): 
XHYHZ=B  conannnns (1) 
2x 2 +4zZ=38  commmanos (2) 
E M.A.M: [3x+22=9] ......... (4) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (3): 
A (1) 
Ax Ñ ER AL asadas (3) 
EM.AM: 5x=10 > :.[x=2: 
Reemplazamos el valor de “x” hallado, en la ecuación (4); obteniendo: 
3(2)+22=9 => 6+22=9 > 22=3 > - [z=3/2| 


Reemplazando los valores de *x” y “z” en (1): 


3 7 : 
2+4+=6 > y=6-- > - y=5/2 
y 2 y 2 2 ea: 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: S = (2; 5/2; 3/2) 


A A O MU DAS A 


b) Método por Sustitución: 


Se despeja una incógnita de una de las ecuaciones y se sustituye en los otros dos 
para obtener un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. 


Ejemplo €) ¿Resolver el sistema: [2x-3y+Z=11 ..cuccan (1) 
5x -— y -2z=-10 monmncco (2) 
Nidos a (3) 

Resolución: 


De la ecuación (3), despejamos *y” 


2y+32=6 > 2y=6-32 2 dy = >=). comen: (4) 


Sustituimos el valor de (4) en (1): 


6 - 3z 
2x-3 E +Zz=11 => 4x- (18-92) + 22 = 22 


4x — 18 + 9z + 22 = 22 


1iz + 4x= 401 mammncon (5) 


Sustituimos el valor de (4) en (2): 


6 - 3z 
5x— — -2z=-10 = 10x- (6 - 3Z) — 4z = -20 


10x — 6 + 3Z- 4z =-20 


Despejamos *z” de la Ecuación (6): 
10x-z=-14 => 1x+l4=z => 7. [2=10x+14] vu... (7) 
Reemplazamos (7) en (5): 
11(10x + 14) +4x=40 => 114x+154=40 > 114x=-114 
Reemplazamos el valor de “x” hallado en la ecuación (7): 
z=101)+14 =>  z=4 


Reemplazamos el valor de “z” hallado en (4): 
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Rpta. El conjunto solución del sistema es: S = (1;-3; 4) 


c) Método de igualación: 


Se despeja una incógnita de las tres ecuaciones y se igualan sus valores dos a 
dos, quedando un sistema de ecuaciones con dos incógnitas. 


Ejemplo O: Resolver el sistema: [2x+y+Z=%1 -— commcann (1) 
B+2Y42Z= A comonono (2) 
X-2Y-Z=0 ccsmanennana (3) 

Resolución: 


En cada una de las ecuaciones dadas, despejemos la incógnita “x” 


i-y-z 
2x+y+z=1 > A CES (1) 


3x+2y+22=1 > xo E GN (1) 


x-2y-z=0 > [x=2y+2] ........ 0) 


Igualamos las ecuaciones (1) y (1): 


l-y-z 
———=2y+Z > 1l-y-2Z=4y+2z > l=5y + BZ MTRO a 
2 y-2=4y ca 


Igualamos las ecuaciones (11) y (111): 


1- 2y -2z 
E => 1-2y-2z= 6y + 3z > |1=8y + 52] e (b) 


Igualamos las ecuaciones (1) y (11): 
l-y-z 1-2y-2z 


y TG > 33-322 4y- 42 >|y=-z-1] 2. (c) 


Sustituimos el valor de “y” en la ecuación (a): 
1=5(-2-1)+3z > 22=6 > [Í2=3 
Reemplazamos el valor de “z” en la ecuación (a): 


1=5y/+33) => 10=5y => .. ¡y=2] 
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Reemplazamos los valores de “y” y “z” en la ecuación (1): 
y 


2x+2+(-3)=1 => 2x=2 > .. x=1 
Luego, el conjunto solución del sistema es: S=(1;2;-3) 


d) Método por Determinantes o Método de Cramer: 


Supongamos el sistema de ecuaciones a x+by+c,z= 
lineales con coeficientes literales. um» ax+by+0z= 

ax+ b,y +0,2= 
Por determinantes obtenemos: 


bi Cy ar Cy as b; 
b2 Ca az Ca az ba 
b3  Cg3 az C3 az b3 
x= Y == RÁ 22 HI AAAAAOAAARKR 
ay by Cy ay by C; ay by Cy 
a2 ba Ca az boa. Cz2 a2 ba Caza 
a3 bg Cg3 a b3 C3 a3 b3 C3 
Ejemplo (D) «Resolver elsistema: [2x+y+Z=1  ooccnao (1) 
3x4 2 2Z= 1 cnc (2) 
X=2Y-Z=0  ommoncna (3) 
Resolución: 
El sistema dado, se puede escribir así: [2x+1y + 1Z2=1 .ccuccnn (1) 
3 +2y+2Z= 1 cmccnnan (2) 
Ix—2y-12=0 ccninana (3) 


Por el método de Cramer, obtenemos: 


; Aplicamos el método de Sarrus en el 
numerador y denominador. 


La | = (24) + (26) +(2) (2) (8) (5) = 1 


rr Para la variable “y” procedemos || + Para la variable “z”, hacemos igual 
de igual modo como se ha hecho como los casos anteriores. 
para la variable “x”. 


Pa 1 


3 2 
1 1 


Luego, el conjunto solución del sistema es: | S =(1;2;-3) 


5.8 SISTEMAS ESPECIALES DE ECUACIONES 


Para estos sistemas especiales, vamos a estudiar dos casos: 


(.) Cuando el sistema de ecuaciones está expresado como “Ilgualdades de cua- 
tro partes” 


|) Cuando el sistema contiene expresiones de las formas: 
Ejemplo (D: Resolver el sistema: 2x+y-1=x+3y-3=3x-y+1=20 
Resolución: 


El sistema dado, se puede escribir asi: 


2x+y-1=20 => f|2x+y=21 | commccon.. (1) 
x+3y-3=20 => |[x+3y=23| cnmcccon (2) 
3x-—-y+1=20 => |3x-—y=19] cnonccnan (3) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (3): 
2x+y=21  cncnnunos (1) 


E y= de (2) 


E M.A.M: 5x=40 > x= 2 => “x=8 


Reemplazamos el valor de “x” hallado, en la ecuación (1): 


28) +y=21 => : y=5 


Rpta. Luego, el conjunto solución del sistema es: S=(8;5) 
O ITCR RS TARA ACTA AAA at 
Ejemplo (2): Resolver el sistema: 3x-2y+5=x+3zZ-7=4y-Z+8=18 
Resolución: 


El sistema dado, se puede escribir así: 


3x-2y+5=18 => |3x-2y=13] ........ (1) 
x+32-7=18 => Í|x+32=25| vo..cc.o.. (2) 
d4y-z+8=18 = lay-z=10| ......... (3) 


Multiplicamos por 3 ambos miembros de la ecuación (3): 


3(4y - 2) =3(10) = [12y-3z=30| ......... (4) 


De las ecuaciones (2) y (4), obtenemos: 
XABZ 25. anna (2) 
12y -3z=30 — ccnncnnas (4) 


E M.A.M: x+ 12y=55 > [x=55- 12y | ci (5) 


Reemplazamos (5) en (1): 
3(55 - 12y) -2y =13 = 165-36y-2y=13 => 152=38By => .-. y=4 
Reemplazamos el valor de “y” en (5): 
x=55-12(4) >. x=7 
Reemplazamos el valor de “x” en (2): 


7+32=25 = 97=48 =... Ma=6 


Rpta: El conjunto solución del sistema es: S=(7;4;6) ] 
A , 1 1 
Ejemplo(3): Resolver el sistema: |-=+==3 0 oomommno (1) 
O / 
le q (2) 
MZ 
Ea Play cs (3) 
Resolución: E,? 


Para este tipo de ejercicios es recomendable hacer, cambios de variable así: 


y 


Reemplazamos cada uno de estos valores en las ecuaciones dadas, obteniendo: 


Restamos M.A.M: [a -—b=-1| cacao. (4) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1) y (4): 


EMAM: 2a=2> 


Reemplazamos el valor de “a” en (1): 


16059 = 2 
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Reemplazamos el valor de “b” en (3): 


2 + 0=b => [e=3] 


Ahora, calculamos los valores de x, y, z, reemplazamos los valores de a, b y c. 


A =a => al =1 >» x=1 
Xx x 
Se =C > al =3 > Z= d. 
z z POE: 
E Y 
Apta: El conjunto solución del sistema es: S=(1;1/2; 1/3) | 
Ejemplo(4):Resolver el sistema: 22aál2.: (1) 
Xx y z 
PE A (2) 
y a 
3.2 4 
Resolución: = HA A 28 ouronos (3) 


El sistema dado, se puede escribir así: 


qual age pm Conesa (1) alis51-315 A (2) 
Xx y z x y z 
1 1 1 
3 - 2-4 =28 | coccao 16) 
y z 


1 
Hacemos cambios de variables: > ; 
z 


Reemplazamos cada unio de estos valores en las ecuaciones dadas, obteniendo: 


2A-3B+2C=5 lomaaa.. (1) A4A+5B-3C=5 lomaaan. (2) 
3A - 2B- 4C =28| ........ (3) 


Igualamos las ecuaciones (1) y (2): 


2A + 8B 
2A-3B+2C=4A+5B-3C= 5C=2A + 8B injtserituaia co 


- Reemplazamos (8) en (3): 


A + 8B 
O E 
5 


15A - 10B - 4(2A + 8B)=140 > |7A-42B= 140 |....... (5) 


Multiplicamos por 2 ambos miembros de la ecuación (1): 


2(2A-3B+2C)=52 = |4A-6B+4C=10 | .uccao. (6) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (6) y (3): 
4A - 6B o 10 ue (6) 
3A-2B-40=28  ccconanas (3) 


E M.A.M: 7A-8B=38 >|7A=8B+38|....... (7) 


Reemplazamos (7) en (5): 


38 + 8B - 42B=140 > -34B=102 => .. ¿B=-3 
Reemplazamos el valor el “B” en (7): 
7A=38+8(-3) > 7A=14 > -. A=2 
Reemplazamos los valores de “A” y “B” en (4): 
2(2) + 8(-3 
¿+ ES) Pr 


5 == ACA 
Ahora, calculamos los valores de x, y, z, reemplazamos los valores de A, B y € 


x x is | 
1_B >» Lot => les 
y y AS 
des 3 e É NA 
z z ¡ 4 
Rpta: El conjunto solución del Sister es: i$= (1/2 ; -1/3; -1/4] 


: ANS MS A ARA A E a 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
SISTEMAS DE ECUACIONES 


ProblemafH): La suma de tres números es 19; la suma de los dos primeros es 16, y 
la suma de los dos últimos es 12. Halar los números. 


Resolución: 


Sean los tres números: X, y, Z 


Del enunciado, obtenemos: | x+y+Z=19  ...... (1) 
x+y:= 16: (2) 
y+rz=12 — .. m8 (3) 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (2) y (3): 


Ary +(y+2=28 => [x+y+2+y=28] ....... (4) 


Reemplazamos (1) en (4): 19+y=28 =  .. | y=9 


Reemplazamos el valor de “y” en (2): x+9=16 = .. 
Reemplazamos el valor de “y” en (3): 9+z=12 =. .. [z=3] 


Rpta: Luego, los números pedidos son: 7, 9 y 3 ] 


Problema Vd La suma de tres números es 32, la suma de los dos primeros es igual 


al tercero; y la semisuma del primero con el tercero es igual al segundo aumentado en 
1. ¿Cuáles son los números? 
Resolución: 
x LP 1 
Sean los 3 números: X, y, Z 7 al (1) 
Del enunciado, obtenemos: XHY=ZZ comen (2) 
Recuerda que: Xx+2 
: Suma de 2 términos | =YgE 7 cs (3) 
SS 2 
2 
Reemplazamos (2) en (1): xX+Y+Z=32 : 
z+2=32 => 22=32 => -. z=16: 


De la ecuación (3) obtenemos: 


xX+2Z 


=y+1 > x4+4z=2y+2 > x+16=2y+2 


Reemplazamos el valor de “z” y la ecuación (4) en (2): 
xX+Y=Z > (Qy-14)+y=16 => 3y=30 > y=10 
Reemplazamos los valores de “y”, “z” en (1): 


x+ 10+16=32 > -. x=6 


Rpta: Luego, los números pedidos son: (6; 10 y 16) : 


a a. rc 


Problema p: La suma de tres números es 60; el primero excede en 1 al segundo y 
la suma de los dos primeros es el triple del tercero. Hallar los números. 


Resolución: 


Sean los 3 números pedidos: X, y, z 


Del enunciado, obtenemos: | x+y+Z=860 ....... (1) 
A A (2) 
E naaa (3) 


Reemplazamos (3) en (1): 


3z+Z=60 > 4z7=60 => .. 


Reemplazamos el valor “z” en (3): 


xey=3(15) > [y=45-2L ¿0 (4) 


Reemplazamos (4) en (2): 
x—-1=45-x => 2x=46 > .. |x=23 


Reemplazamos el valor de “x” en (4): 


y=45-23 = :. 
Rpta. Los húmeros pedidos son: [23; 22 y 15) * 
MARIO DEAR A AA, ARM 5 Si 
Problema óÓ : La suma de los tres dígitos de un número es 12. La suma del dígito de 
las centenas y el dígito de las decenas excede al dígito de las unidades en 4 y la suma 
del dígito de las centenas y el dígito de las unidades excede al dígito de la decenas en 
4. Hallar el número. 


Resolución: 


HHanuel Coveñas 2 


Sea: El número de tres dígitos = IL [Unidades] [Decora] [Bss 
e 0 


Del enunciado, planteamos las siguientes ecuaciones: 


a CIN GEDECE o 


Sumamos miembro a miembro las ecuaciones (2) y (3): 


7 A (2) 


EMA.M: 20=8 > 
Reemplazamos el valor de “c” en (2): (4+d)-u=4 = .. 
Reemplazamos los valores de “c” y “d” en (1): 
4+u+u=12 =>» 2u=8 = .. [u=4]; También: 


Rpta: El número pedido es; cdu = 444: 


Problema 9 : El ángulo mayor de un triángulo, excede en 35” al menor de sus 
ángulos y el menor excede en 20” a la diferencia entre el mayor y el mediano. Cuál es 
la medida de cada ángulo? 


Resolución: 


Sean, los tres ángulos del triángulo: 


Por propiedad en todo triángulo: [a+b+C=180" |.......... (1) 


Del enunciado, obtenemos: 


bits (2)  [c-20"=(a-b)] .......... (3) 


Reemplazamos (2) en (3): 
(a- 35) -20=(a-b) => A-55=A-b =>: [b=55 | 
De la ecuación (3), obtenemos: 


c-20=(a-b) => |b+c=2a+20%) conan. (4) 


Reemplazamos (4) en (1): 
a+(a+20%=180% => 2a=160" > .. a=80" 
Reemplazamos el valor de “a” en (2): 
80-35=C =>. 0=45" 


Respuesta. qLos sngules del inánguios son: 80”; 55? y 45% ] 


RRE RIA AAA e Ac, 


Problema f): A,ByC ES hacer un trabajo en 10 días; A y B lo pueden hacer en 
12 días; A y C en 20 días. ¿Cuántos días tomarían cada uno de ellos para hacerlo 
separadamente? 


Resolución: 
Sea:  t=trabajo 


Del enunciado, obtenemos: 


A+B+C=10días = En 1 día harán: A+B+0=-=t co DE. (1) 
A+B=12días = En día harán: A+B= 2 Pa (2) 
A+C=20días == En1 día harán: A+0= 0 rro (3) 


Reemplazamos (2) en (1): 
1 1 1 1 6t — 5t t 


—t+C=—_t > C=—t- —t >» C= —_——=-— 
12 10 10 12 60 60 
t 
C=— (4) 
60 
Si “C” en 1 día hace —. ¿En cuántos días hará todo el trabajo “t”? 
, t 
a == idía xt : 
1» > -. x= 60días! 


60 
- qx necesita $0 dí vías para para tealizar todo el trabajo vt 
EDOÓMACDADA > pe NS 


ONES 


Reemplazamos (4) en (6) 


3t — t 
si Les E e e Lg a == 
60 20 20 60 60 60 
t 
ES EMITE RA (5) 
30 
Si “A” en 1 día hace —. ¿En cuántos días hará todo el trabajo “t”? 
1 día PER 1día xt 


30 le y = a > > [30d 


+ VA recosita 30 O 


Reemplazamos (5) en (2): 


Ls e = = 
30 12 12 30 60 60 


Si “B” en 1 día hace >: ¿En cuántos días hará todo el trabajo “t”? 


t 


e 1día xt 
mm»  Z= a > -. |z = 20 días 
z ——t PE 
20 
SE SS A AREA AAA ANNA: EXA ape 
e 
¿ne ta 20 ul para realizar ol rabajolr 


Problema): 14 La suma de las tres cifras de un número es 6. Si el número se divide 
entre la suma de la cifra de las centenas y la de las decenas, el cociente es 41 y si al 
número se le añade 198 las cifras se invierten. Hallar el número. 


Resolución: 


Sea; el número de tres cifras: cdu 


Del enunciado, obtenemos: 


La ecuación (3), se puede escribir así: 


cdu + 198= udc = (100c + 104 + u) + 198 = (100u + 194 + c) 
198 = 99u — 99c 
198 = 99(u — c) 


De la ecuación (2), obtenemos: 


cdu = 41(c + d) 
100c + 10d + u=41c + 41d 


Reemplazamos (4) en (1): 


(u-2)+d+u=6 > 2u+d=8 >|d=8-2U | o... (6) 


Reemplazamos (4) en (5): 

u=31d-59(u-2) = u=31d- 59u + 118 = | 60u = 31d + 118 |...... (7) 
Reemplazamos (6) en (7): 

60u = 31 (8-2u) + 118 => 122u=366 => .. u=3 
Reemplazamos el valor de “u” en (6): 


d=8-2(3) >. ld 


2 
Reemplazamos el valor de “u” en (4): 


c=3-2 => 0=1 


Respuesta: Luego, el número pedido es: cdu = 123 


"gm rai 0 o dc ic ÍA ITA Pi ES 


Problema 1 :: La suma de tres núme- 
ros es 13. El triple del menor más el me- 
diano excede en 5 al duplo del mayor. 
El triple del mayor más el duplo del 
menor excede en 4 a cuatro veces el 
mediano. Hallar los números. 


Resolución: 


Rpta. | 3,5;4,5 y 5 


TALLER DE. 
PROBLEMAS Ne(55) 


por 


Problema 2 :Lasuma de las edades 
de tres hermanos es 35 años. El mayor 
tiene dos veces la edad del menor y el 
triple de la edad del mediano excede en 
1 al duplo de la edad del mayor. ¿Cuál 
es la edad de cada uno? 


Resolución: 


Rpta. 8; 11 y 16 años 


cifras de un número es 12. La suma de 
las cifras de las centenas y decenas ex- 
cede en 2 a la cifra de las unidades. Si 
al número se suma 198 el nuevo núme- 
ro tiene las mismas cifras pero en orden 
inverso. ¿Cuál es el número? 


Resolución: 


Problema 3 i : La suma de las tres 


Problema 4 :La suma de las edades 
de una señora, su esposo y su hija es 
de 84 años. La quinta parte de la edad 
de la hija es igual a la diferencia entre 
las edades del padre y de la madre. La 
suma de las edades de la madre y la 
hija es igual a 4/3 de la edad del padre. 
¿Cuál es la edad de cada persona? 


Resolución: 


Rpta. - esposa = 33 años 
. esposo = 36 años 


hija = 15 años 


Manuel Coveñas Naquicie? 


EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
SISTEMAS DE ECUACIONES CON TRES VARIABLES 


5x — 4y + 6z = 28 x-y+3z=8 
2x + 5y —- 72 =34 EN 2x+4y-z=0 


3x — 2y + 5z = 30 3x + y - 2Z=-2 


x+y+2z=15 2x+3y-z=2 
x+2y+z=16 4 x-2y+2z=10 
2x+y+z=17 | ax+y-22=-3 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, aplicando cualquiera de los 
métodos estudiados o sea (reducción, sustitución, igualación o determinantes). 


3x+y+z=8 Ax + 2y —- 3z =17 


3 ¡+ 3y+2=10 Ó/x+y-22=9 
x+y+3z=12 2x-y+z=-=3 


Xx y Z 
+ = => — 
6 3 4 
x Y  z 
+ = => — 
3 4 2 
x y Z 
+ = = — 
2 2 3 


3x +2y-1=4y+Z+4=2z+5x- 15=25 


2y +22-2x=2z+2x-6y=x+y-2z=2 


+ 
+ 


+ 
< 10 <10<|a 
l 


+ 
N]|o0 Ni nio 


x | x10 x|w 
x [o xiw0xx10 
| 


EC Maremárica BT 


Ó Resolver los siguientes problemas: 


Problema 43: La suma de tres números 
es 36, la suma de los dos primeros es 21 
y la suma de los dos últimos es 24. Hallar 
el mayor de dichos números. 


A)12  B)9 C)15 D)18 E)14 


Problema(14) : La suma de tres números 
es 32, la suma de los dos primeros es igual 
al tercero, y la semidiferencia del tercero 
con el primero es igual al segundo dismi- 
nuido en 1. ¿Cuál es el menor? 


A)14  B)16 C)6 D)4 E)2 


Problema 45: la suma de tres números 
es 127. Si a la mitad del número menor 
se le añade la tercera parte del mediano 
y la novena parte del mayor, se obtiene 
39 y el mayor excede en 4 a la mitad de la 
suma del mediano y el menor. ¿Cuál es 
el mayor? 


A)45  B)42 C)40 D)48 E)43 


pesen: La suma de las cifras de 
un número de tres cifras es 16. La suma 
de la cifra de las centenas y la de las de- 
cenas es el triple de la cifra de las unida- 
des y si al número se le resta 99, las ci- 
fras se invierten. Hallar el número. 


A) 826 B) 475 C) 745 
D) 574 E) NA 


Problema 47: de los tres ángulos de un 
triángulo ABC, el ángulo A excede en 30" 
al ángulo B, y este excede en 30" al án- 
gulo C. ¿Qué clase de triángulo es el trián- 
gulo ABC? 


A) Isósceles  B) Isósceles rectángulo 


C) Rectángulo D) Equilatero E) N.A. 
Problema 48: Un depósito se puede lle- 


nar por los conductos A y B en 70 horas, 
por los conductos A y C en 84 horas y por 
los conductos B y C en 140 horas. ¿Qué 
tiempo demorarán los 3 juntos en llenar 
el depósito? 


A)70h 
D) 50h 


B) 60 h 
E) 40 h 


Problema 49 : La suma de las dos cifras 
de un número es 9. Si la cifra de las dece- 
nas se aumenta en 1 y la cifra de las uni- 
dades se disminuye en 1, las cifras se in- 
vierten. ¿Cuál es el número? 


A)27  B)63 C)54 D)45 EJN.A 


C) 80 h 


Problema Q0 : Cuatro hermanos tienen 
45 dólares. Si el dinero del primero es au- 
mentado en 2 dólares , el del segundo 
reducido en dos dólares,.se duplica el del 
tercero y el del cuarto se reduce a la mi- 
tad, todos los hermanos tendrán la mis- 
ma cantidad de dólares. ¿Cuánto dinero 
tiene el primero? 


A) 8 dólares 
D) 10 dólares 


B) 6 dólares C) 9 dólares 
E) N.A 


Problema 2) : Los tres hijos de Manuel 
tienen: (2x + 9 ; (x— 1) y (x+ 2) años res- 
pectivamente. Cuántos años tiene que 
transcurrir para que la suma de las eda- 
des de los dos últimos sean iguales a la 
edad del primero. 


A) 6 años B) 9 años 
D) 9 años E) N.A 


C) 8 años 


Problema(22: En un corral de chanchos 
y pelicanos el número de ojos es 24 me- 
nos que el número de patas (extremida- 
des). ¿Hallar el número de hocicos? 


A)11  B)12 C)9 D)10 E)13 


Problema 03: Un número entero consta 
de tres dígitos. El dígito de las centenas 
es igual a la suma de los otros dos, y el 
quintuplo de la cifra de las unidades es 
igual a la suma de las decenas y de las 
centenas. Hállase este número sabiendo 
que si se invierten los dígitos resulta dis- 
minuido en 594. 


A)639  B)936 C) 369 D) 963 E)N.A 
Problema 44 : El doble de un número 
sumado con el triple de otro dá como re- 
sultado 8, y el quintuple del segundo es 
igual al triple del primero, aumentado en 
7. Dar la suma de ambos números. 


A) 1 B)2 C)3 D)4 E)5 


Problema 25 : Manuel, Percy y Vanessa 
tienen juntos 140 soles Manuel tiene S/. 
20 menos que Percy pero S/. 15 más que 
Vanessa. ¿Cuánto es lo que tiene Percy? 
A) 45 B)30 C)65 D)20 E)35 

Problema (26 :Carlos tiene tres números, 
los suma dos a dos y obtiene 13, 17 y 24. 
Hallar la semisuma de los dos mayores. 


A)27  B)63 C)54 D)45 E)N.A 


Problema o: Se tiene un número de 3 
cifras, la suma de ellas es 17, la de las 
centenas es el duplo de la que ocupa el 
lugar de las decenas; y si se suma 198 al 
número invertido. Señale el producto de 
multiplicar las cifras del número. 


A) 140  B)248 C) 144 D) 280 E)288 


Problema (477) : Las 3/4 partes del conte- 
nido de un barril, más 7 litros es vino y la 
tercera parte del contenido, menos 20 li- 
tros es agua. ¿Diga qué cantidad de litros 
contiene el barril de cada uno de estos 
líquidos? 


Manuel Coveñas Haguiche Ó 
A) Vino = 120, agua = 48 

B) Vino = 124, agua = 48 

C) Vino = 124, agua = 32 

D) Vino = 120, agua = 48 

E) Ninguna Anterior 


Problema 2: Dos números son entre sí 
como 1 es a3, si a cada uno de los núme- 
ros se les suma "u” unidades, entonces 
son entre sí como 3 es a 7. ¿Cuál será la 
razón entre ellas si a cada uno se le suma 
"2u" unidades? 


A)1/2  B)1/3 C)2/5 D)2/3 E) 1/5 


Problema (30 : Dos números están en la 
relación 2/3, si se sumara 9 a cada uno de 
ellos, los números obtenidos estarían en 
la relación 3/4, hallar esos números, seña- 
lar la suma de cifras de los números? 


A) 9 B)18 C)16 D)19 E)10 
Clave de Respuestas 

A. 1. S=(8,12, €) 
2. S=(5, 4, 3) 
3. S=(17/19, 3/19, 46/19) 
4. S=(2,1,5) 

B. 5. S=(1,2,3) 
6. S=(1,2,-3) 
7. S=(18, 12, 24) 
8. S=(8, 10, 14) 

C. 9. S=(6, 4,5) 


10. S=(8,4, 5) 
11. S=(1,2,2) 
12. S=(3,5,6) 


D. 13. C|] 14. E [ 15. A 
16. D| 17. C | 18. B 
19 Dj 20. A | 21. C 
22. B| 23. D | 24. C 
25. C| 26. A | 27. C 
28. Ci 29. A | 30. B 


MAGNITUDES; 
PROPORCIONALES 


6.1 MAGNITUDES PROPORCIONALES , 


> manco 


() Muchos de los problemas que se presentan en Matemática, Física y Quími- 
ca, vinculan dos magnitudes relacionadas de tal forma que cuando una de 
ellas varía, como consecuencia también varía la otra, Por ejemplo la varia- 
ción del área de un rectángulo guarda una cierta relación con respecto a las 
variaciones de la longitud de la base y de la altura. 


meo me acetato 


== 


La proporcionalidad entre las cantidades de estas magnitudes estable- 
ce una relación funcional o ley de variación de la cantidad de una de ellas 
respecto a la otra, y según sea dicha ley, las magnitudes se clasifican en 
directa o inversamente proporcionales. 


PIS TE IO ERA A AAA E Y 
Defmición a (12) Dos magnitudes son directamente proporciona es cuan- 
do eisodentada si ugior es LOTTO ondi 4 


Así, por ejemplo, si se está llenando un recipiente con un líquido, de tal mane- 
ra que cada segundo el volumen del líquido aumenta 6 litros, el volumen y el 
tiempo serán magnitudes directamente proporcionales, como se puede apre- 
ciar en el siguiente cuadro: 


(Constante) 
pues, el cociente entre el volumen (V) y el tiempo (T) es constante. 


En General, si x e y son los valores correspondientes de las magnitudes A y 
8, y se cumple que y/x = K, entonces A y B son directamente proporciona- 
les, donde K es una constante denominada "Constante de proporcionali- 
dad" o "Coeficiente de Variación". 


La dependencia de la primera cantidad respecto de la segunda se llama "Ley 


de Proporcionalidad Directa” y se representa mediante la ecuación: [y =Kx 
y gráficamente se representa por la recta OT. 


y 


Así, por ejemplo el tiempo empleado por un automóvil en recorrer un cierto 
espacio y su velocidad, son inversamente proporcionales como se puede 
apreciar en el siguiente cuadro: 


(Constante) 


pues, el producto de la velocidad (V) y el Tiempo (T) es constante. 


En General, si x e y son los valores correspondientes de las magnitudes A y 
B, y se cumple que X . y = K, entonces A y B son inversamente proporcio- 
nales, donde K es la "Constante de Proporcionalidad". 


La dependencia de la primera cantidad respecto de la segunda, se llama 
"Ley de Proporcionalidad Inversa" y se representa mediante la ecua- 


K 


Los dos casos de variación que acabamos de mencionar, comprenden sola- 
mente dos magnitudes, pero también se presentan problemas en los que 
aparecen más de dos magnitudes. En este caso, se dice que una magnitud 
"Varía Conjuntamente" con dos o más magnitudes, si es directamente a su 
producto. Por ejemplo se dice que A varía conjuntamente con B y C; si: A =K 
B .C, donde K es la constante de proporcionalidad. Además, si A varía con- 
juntamente con B y 1/C, de modo que A=K B.1/C, entonces decimos que 
A es directamente proporcional a B e inversamente proporcional a C. 


6.1.1 RECONOCIMIENTO DE LA PROPORCIONALIDAD DIRECTA O INVER- 


SA ENTRE DOS MAGNITUDES. 


Para determinar si dos magnitudes son directa o inversamente proporciona- 
les, se toman dos valores correspondientes de ellas, luego se duplica, triplica 
cuadruplica, quintuplica,.......... , Uno de ellos y si en virtud de la ley de depen- 
dencia de las magnitudes, el valor correspondiente queda respectivamente 
duplicado, triplicado, cuadriplicado, quintuplicado,............. , entonces las mag- 
nitudes son directamente proporcionales, pero si el valor correspondiente 
se ha hecho respectivamente la mitad, la tercera, la cuanta, la quinta,.......... 
parte, las magnitudes son inversamente proporcionales. Si no ocurre tal 
cosa, las magnitudes no son ni directa ni inversamente proporcionales. 


rro rr rar rra A A 


Ejemplo 1: El área (A) de un círculo es directamente proporcional al cua- 
drado de su radio (r). El factor de proporcionalidad es el número irracional xr; 
Asi A=1r 


Ejemplo 2: La longitud (L) de una circunferencia es directa proporcional a 
su radio (r), el factor de proporcionalidad es 21, entonces: L = 21 . r. 


Ejemplo 3: El número de kilogramos de una sustancia y el costo de ella, 
supuesto constante el valor del kilogramo, son directamente proporciona- 
les, pues si 5 Kg de arroz valen 15 soles 10 Kg valdrán 30 soles 


Ejemplo 4: Las longitudes de dos lados (variables) de un rectángulo con el 
área o superficie de 24 m? son inversamente proporcionales, puesto que: b 
xh=24. 


Ejemplo 5: La duración de un trabajo y el número de empleados en hacerlo, 
suponiendo que todos los obreros trabajan con igual, intensidad, son 
inversamente proporcionales, pues si 4 obreros tardan 12 días, 8 obreros 
tardarán 6 días. 


Problema 1. Se sabe que "P" es directamente proporcional a "T" e inversamente 
proporcional a "V", cuando P = 8; T = 2; V = 4. Hallar el valor de "P", cuando: T = 3 
yV=12. 


Resolución: 


De acuerdo al enunciado: 


De igual manera reemplazamos: T = 3; V = 12 y K= 16; en (l); obteniendo: 


DR adiós a Apta. 
1 


Problema 2: — Si:"A" es directamente proporcional a "B” e inversamente propor- 


cional a "C* , si cuando C=5,A= ul B, determinar "B", cuando A=5 y C=2. 
5 


Resolución: 


. De acuerdo al enunciado: 


1 E 1 
== =K.- A ÁÁ >» 
5 A 5 
- De igual manera reemplazamos: A=5;C=2 y K=5, en (1), obteniendo: 
Z >» de Rpta. 


Problema 3: El sueldo por un trabajo será proporcional al cuadrado de la edad 
del empleado, que actualmente tiene 15 años. ¿Dentro de cuántos años cuadriplicará 
su sueldo? 


5 = 5-B- 
2 


Resolución: 


Sea: S = El sueldo por un trabajo. 
E = Edad del empleado. 


. Dividimos miembro a miembro (111) y (11): 


4882 BR ES] 


S X. 15 


f ss 
Ja ” 15+x ¿o 15+x 5 
15 15 
| Rpta. Dentro de 15 años se cuadriplicará su sueldo. Ñ 
Problema 4: "A" varía directamente con la raíz cuadrada de "B" e inversamente 


con el cubo de "C". 
Si: A=3 cuando B = 256 y C =2. Hallar "B" cuando A = 24 y C = 1/2. 


Resolución: 


. De acuerdo al enunciado: 


mM 
Lh 
tl 
WN | 
a 
e 


418.8 > v4B=2 > 


Rpta. El valor de "B" cuando A = 24 y C = 1/2 es: 4 


19) 

SS 

8 
N | 


pe TALLER DE 
0 PROBLEMAS N*(56) 


Problema 3 :"E" es directamente ¡ 
proporcional al producto de N x Me 
inversamente proporcional al cuadra- 
do de "C". ¿Cuál será el nuevo valor 
de E, cuando "N" se cuadruplique, "M” 
se octiplique y "C” se duplique. 


: Problema 1 :"x" es directamente 

É proporcional al cuadrado de "y" cuan- 

¿do "x" vale 4, "y" vale 2. ¿Cuánto val- 
drá “x" cuando "y" vale 4? 
Resolución: 


Resolución: 


Rpta. BE Ñ 


Rpta.. x=16 


Problema 2: Si"A” varía proporcio- 

nalmente al cuadrado de By De 
inversamente proporcional al cubo de 
C.SiA=1/2;B=1/3;C =2, enton- 
ces D = 3. Hallar el valor de "C” cuan- 
do A=2DyB*=6C. 


Problema 4 : Si: "A" es proporcional | 
a la suma de "B" y "C" y es 
inversamente proporcional al cuadra- | 
do de "D", si cuando A=2 ; B=3 y 
D = 6. Entonces C = 5; cuando A=39 ; 
B= 10 y D = 4. Entonces "C" valdrá: 


Resolución: Flesolución: 


RptaC=6. 


Si "x" varía directamen- 


y" e inversamente pro- 


Problema 1: 
te proporcional a 
porcional al cuadrado de "z" cuando 


x=10, entonces y=4 y z=14. 
Hallar "x" cuando y =16 y z=7. 


A) 120 B) 140 C) 154 D) 160 E) 180 


Problema 2 : Se sabe que: Ñ es direc- 
tamente proporcional a"B”, si A=2, cuan- 
do B= 16. Hallar: "A”, cuando B = 12. 


A)3 B)WV3 C)9 D)27 E)NA 


Problema 3 : Se sabe que "A" es di- 


rectamente proporcional a yB e 
inversamente proporcional a C”. Si 
A=3 cuando B = 16 y C =8. Hallar "B" 
cuando A=6 y C=4. 

A)2 B)6 C)4 D)16  E)64 
Problema 4 : El valor de una tela es 
directamente proporcional al área e 
inversamente proporcional al peso. Si 
una tela de 2m' de área con 50 g de 
peso, cuesta S/. 100. ¿Cuánto costará 
una tela de 3m” de área y 100 g de 
peso? 


A) 459 B) 759 C) 1509 
D) 750 yg E) 250 g 
Problema 5: "A" varía directamente 


a "B" e inversamente a "C”, si: A = 4/5 
cuando B = 3/10 y C = 3/4. Hallar B, 


cuando: A= (32 y C = 50. 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
MAGNITUDES PROPORCIONALES 


DR 


A)40 B)60 C)20 D)10 E)30 


Problema 6 : El precio de un pasaje 
varía inversamente con el número de 
pasajeros, si para 7 pasajeros el pasaje 
es S/. 3. ¿Cuántos pasajeros serán 
cuando el pasaje cuesta S/. 2 e A 
3 


A)J6 B)8  C)9 D)12 E)18 


Problema 7 : Se sabe que una magni- 
tud "A" es inversamente proporcional a 
B”. Hallar el valor de "A" sabiendo que 
si disminuye en 36 unidades. El valor 
de "B" varía en su cuarta parte. 


A)80 B)60 C)120 D)100 E) 200 


Problema 8. : Se tiene la siguiente ta- 
bla de valores para las magnitudes A y 


-— ENCACMENES 
efo[a]2 1 [18 | 


Entonces: 

B) A = KB? 

D) A=k.1 
B 


Clave de Respuestas 


1D|2.Bj3.C 
5.C|6.C 


AA A 


' 
' 
¡ 


8.C 


o e a 


Pure 


= PHatemática E. o 63 
6.2 REGLA DETRES | 


6.2.1 REGLA DETRES: Es una operación que tiene por objeto, dados dos o más 
pares de cantidades proporcionales siendo una desconocida o incógnita, ha- 
llar el valor de esta última. 


La regla de tres puede ser: Simple y Compuesta. 


. Es Simple cuando intervienen dos pares de cantidades proporcionales. 
. Es Compuesta cuando intervienen tres o más pares de cantidades propor- 
cionales. 


Regla de Tres Simple: 


En la regla de tres simple intervienen tres cantidades conocidas o datos y 
una desconocida o incógnita. Esta regla puede ser: Directa o Inversa, se- 
gún las cantidades que intervienen sean directa o inversamente proporciona- 
les. 


6.2.2 SUPUESTO Y PREGUNTA 


En toda regla de tres hay dos filas de términos o números. El supuesto for- 
mado por los términos conocidos del problema va generalmente en la parte 
superior. La pregunta formada por los términos que contienen a la incógnita 
del problema va en la parte inferior. 


Ejemplo: Si 8 lapiceros cuestan S/. 24. ¿Cuánto costarán 10 lapiceros? 
Supuesto: 8 lapiceros a eS]: 24 


Pregunta: 10 lapiceros ——————> S/. x 


El supuesto está formado por 8 lapiceros y S/. 24; la pregunta por 10 lapice- 
ros y la incógnita por S/. x. 


6.2.3 MÉTODO DE RESOLUCIÓN: Todo problema que se plantea por una regla 
de tres puede resolverse por tres métodos: 


L Método de Reducción a la unidad. 
ll. Método de las proporciones y 
lil. Método de los signos 


(O) nétodo de Reducción a la Unidad 


Regla de Tres Simple Directa: 


Ejemplo 1: — Si4sillas cuestan S/. 100. ¿Cuánto costarán 7 sillas? 


Resolución: 
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Supuesto: 4 sillas ——————> S/. 100 


Pregunta: 7 sillas —————_—>  x 


Razonando: Si 4 sillas cuestan S/. 100 


1 silla costará: —S/. 100 = 
4 


Luego: 7 sillas costarán: 7 xS/. 25= S/. 175 |] Rpta. 


Ejemplo 2: Si 12 chocolates cuestan S/. 18. ¿Cuánto costarán 4 chocola- 


tes? 


Resolución: 


Supuesto: 12 chocolates —————>  S/. 18 


Pregunta: 4 chocolates  ——————>  x 


Razonando: Si: 12chocolates cuestan S/. 18 


1 chocolate costará: S/. 8 


AE 12 


Luego: | 4 chocolates costarán: 4 . S/. 1,5 = S/. 6 Rpta. 


Regla de Tres Simple Inversa: 


Ejemplo 1: 


Si 6 obreros terminan una obra en 10 días, 12 obreros. ¿En 


cuántos días terminarían la misma obra? 


Resolución: 


Supuesto: 6 obreros. —————> 10 días 


Pregunta: 12 obreros. —————> Xx 


Razonando: Si: 6 obreros hacen la obra en 10 días 


1 obrero lo hará en : 10x6= Sl ) día 


Luego: | 12 obreros harán la obra en: 60 días/ 12 = 5 días] Rpta. 


Ejemplo 2: Sitrabajando 8 horas diarias una cuadrilla de obreros tardan 20 
días para terminar una obra trabajando 5 horas diarias. ¿En cuántos días 


terminarían la misma obra? 
Resolución: 


Supuesto: 8 h/d ——————> 20 días 


Pregunta: 5 hd ——————> Xx 


Razonando: Si: trabajando 8 h/d tardan 20 días 


trabajando 1h/d tardarían: 20 x 8 = 


PAPA: 


Luego: | trabajando 5 h/d tardarían: MA 32 días |] Rpta. 
| 5 


Método de las Proporciones 


Regla de Tres Simple Directa: 


Ejemplo 1: Si 30 pollos cuestan S/. 1 350. ¿Cuánto se pagará por 12 pollos? 


Resolución: 
Supuesto: Si 30 pollos —————>  S/. 1 350 


Pregunta: 12 pollos A x 


Razonando: Si 30 pollos cuestan S/. 1 350 por menos pollos (12) se 
pagará menos soles. Estas cantidades proporcionales van de menos a 
menos (- a -), es decir son cantidades Directamente proporcionales, 
por consiguiente la Regla es Directa. 


Ahora, formamos una proporción escribiendo la Razón directa de las 
primeras cantidades (poltos) igual a la razón directa de las segundas 
cantidades (soles), Así: = PL 
x 


12,-/1 350. 


0) 
Rpta: | Por los 12 pollos pagará S/. 540. 


Hallando el término desconocido: x = 
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Ejemplo: Si trabajando 8 horas diarias una cuadrilla de obreros demoran 15 
días para terminar una obra, trabajando 5 horas diarias. ¿En cuántos días 
terminarían la misma obra? 


Resolución: 


Supuesto: 8 hd —————> 15 días 
Pregunta: 5 h/d. ——————> Xx 


Razonando: Si trabajando 8h/d demoran 15 días, trabajando me- 
nos horas diarias (5) lo terminarían en más días. Vemos que estas 
cantidades proporcionales van de (- a +). Osea que son inversamente 
proporcionales; por consiguiente la Regla de Tres es Inversa. 


Entonces se forma una proporción escribiendo la razón directa de las 
primeras cantidades (h/d) igual a la razón inversa de las segundas can- 


tidades (días). Así: 4 = X 
5 15 
De donde: Ns Ys = 24 


Rpta: | La misma obra lo terminarían en 24 días, trabajando 5h/d. 


O Método Práctico: 


Regla: 


1) 


2) 


Se examina si la Regla es Directa o Inversa. Si las cantidades propor- 
cionales van de más a más o de menos a menos, la Regla es Directa; 
si van de más a menos o de menos a más la Regla es Inversa. 


Si la Regla es Directa: Se multiplican los datos en aspa y se divide 
entre el otro dato; este cociente es el valor de la incógnita. 


Si la Regla es Inversa: Se multiplican los datos del supuesto y se divide 
entre el otro dato de la pregunta, este cociente es el valor de la incógni- 
ta. (Ver cuadro) 


Regla de Tres Simple Directa: 


Ejemplo: Si 5 metros de tela cuestan S/. 240. ¿Cuánto se pagará por 8,5 
metros de la misma tela? 


Resolución: 
Supuesto: A. PRES 
Pregunta: ed js LO 
más a más 
Razonando: Si por 5 metros se paga S/. 240 por más metros (8,5) se 


pagará más (+ a +); la regla es Directa. 


RDA E es 
5 m 


Rpta. | Por los 8,5 metros de la misma tela se pagará S/. 408 


Regla de Tres Simple Inversa: 


Luego: Xx 


Ejemplo: Si 32 obreros tardan 15 días para hacer una obra. ¿Cuántos obre- 
ros se necesitarían para hacer la misma obra en 20 días? 


Resolución: 
Supuesto: 15 días| ———————> |32 obreros 
Pregunta: O días ———————>>_]x obreros 


más a más 


Razonando: Si en 15 días hacen la obra 32 obreros; para hacerlo en 
más días se necesitarán menos obreros (+ a -); la regla es inversa. 


32 obreros-15 días 
20 días 


Rpta. | Para hacer la misma obra en 20 días se necesitarían 24 obreros. 


Luego: x= =24 obreros > .. x=24 obreros 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
REGLA DETRES 


Problema 1 : Una obra puede ser hecha por 25 obreros en 12 días. ¿Cuántos 
obreros hay que añadir para que la obra se termine en 10 días? 
Resolución: 


Sea: x = tt de obreros que hay que añadir para que la obra se termine en 10 días. 


Luego: 
5 Si: 25 obreros —> 


(25 + x) obreros. —————> 


. El número de obreros es inversamente proporcional al número de días (quie- 
re decir a más obreros menos días), lo que se indica por la letra | encima de 
la columna días. 


142 BS Y ao ee 194425 
10 25 10 


Por tanto: 


25+x=30 = 


Rpta. El número de obreros que hay que añadir para que la obra se 
termine en 10 días es 5. 


Problema 2: Un automóvil tarda 6 horas en recorrer un trayecto yendo a 90 km/h. 
¿Cuánto tardará en recorrer el mismo trayecto yendo a 50 km/h? 


Resolución: 


yendo a > tarda 6 horas 


yendo a mí] ———————>> tarda "x” horas 


. La duración, del trayecto es inversamente proporcional a la velocidad, lo que 
se indica por 1 colocada encima de la columna de las velocidades, por tanto: 


90-6 


; De Donde: x= 


La =10,8 horas 
50 6 


Esta última expresión 10,8 horas, también se puede escribir 
así: 10,8 horas = 10 horas + 0,8 horas 


10 horas +. 0,8 x 60 minutos 


1 


10 horas + 48 minutos 1104. 48 min. 


Rpta. yendo a 50 km/h el automóvil tardaría 10 h 48 min en recorrer 
el mismo trayecto. 


Problema 3: Un jardinero siembra un terreno cuadrado de 8 metros de lado en 5 
días. ¿Cuánto tiempo se demorará en sembrar otro terreno cuadrado de 16 metros 
de lado? 


Resolución: 


Estimado alumno, quiero que para este tipo de problema tengas en cuenta que lo 
que se va a sembrar es la superficie del cuadrado y no su lado, veamos: 


D 
18 my? ————— 3 5días 
(16m O y xdías 
. El número de metros cuadrados (superficie) es directamente proporcional al 


número de días (quiere decir que cuanto a más m? siembre más días emplea- 
ría), lo que se indica por la letra D. Encima de la columna m?. 


2 2 
Por tanto: ne, ag e ci e 5 
(16 m) Xx 256 m Xx 


Rpta. Para sembrar el terreno cuadrado de 16 metros de lado 
demoraría 20 días. 


Problema 4: Un hombre tarda 12 3/5 días en hacer 7/12 de una obra. ¿Cuánto 
tiempo necesitará para terminar la obra? 


Resolución: 


. La fracción de obra es directamente proporcional al número de días (quiere 
decir que a menos fracción de la obra, menos será el número de días que se 
emplearían para hacer dicha fracción de la obra), lo que se indica por la letra 
D encima de la columna obra. 


12 2 


5 


Por tanto: 


L 
= E 
mb > 
12 


Rpta. Para terminar la obra, el hombre necesita 9 días. 


Problema 5: Dos ruedas cuyos radios son 3 m y 2 m están movidas por una correa 
cuando la mayor da 240 revoluciones. ¿Cuántas revoluciones da la menor? 


Resolución: 


o 


. Los radios son inversamente proporcionales 
al número de revoluciones (quiere decir que a 
mayor radio la rueda dará menos vueltas o re- 
voluciones), lo que se indica por una letra 1 x Rev. 
encima de la columna metros. 


Por tanto: 
EA 1.238 - 3 >. 
2 240 Z 


Rpta: La rueda menor da 360 revoluciones. 


Problema 6: Un ganadero tiene 320 ovejas que puede alimentar durante 35 días. 
¿Cuántos ovejas debe vender si quiere alimentar su rebaño por 5 días más dando 
la misma ración? 


Resolución: 
Sea: x = + de ovejas que debe vender. 


Luego: l 


Si: 320 ovejas 


(320 - x) ovejas... ——————> -(85 +5) días = 


. El número de ovejas es inversamente proporcional al número de días. (quiere 
decir que a menos ovejas tendrán alimentos para más días), lo que se indica 
por la letra | encima de la columna días. 

35 _ 320-—x e E 35 - 320 

40 320 40 


3P0-x = 280 => 


Por tanto: 


Rpta: El número de ovejas que debe vender si quiere alimentar 


su rebaño por 5 días más dando la misma ración es 40. 


Problema 7: "A" y "B" recorren cierta distancia y los tiempos que emplean están 
en la razón 15/21. La velocidad de "A" es de 63 Km/h. ¿Cuál es la velocidad de "B"? 


Resolución: 
1 
Tiempos Velocidades 


. El tiempo es inversamente proporcional a la velocidad. (quiere decir que a 
mayor velocidad menos será el tiempo empleado); lo que se indica por la letra 
l encima de la columna tiempos. 

A AN OA 

21 63 21 


| Rpta: La velocidad de "B" es de: 45 Km/h 


Por tanto: 
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Problema | 1 ' : Si 8 cuadernos cues- 
tan S/. 40. ¿Cuánto costarán 7 cuader- 
nos? 


Resolución: 


Rpta.| S/. 35 


Problema 2 :: Un tornillo al dar 37 
vueltas penetra 0,4 m.m. ¿Cuántas 
vueltas más dará para penetrar 3,6 
m.m. 


Resolución: 


TALLERDE == > 
PROBLEMAS N? (57) 


O 
Problema | 3: : "a" hombres tienen 
alimentos para "d" días si el 60% de 
los hombres se retiran. ¿Para cuántos 
días más durarán los víveres? 


Resolución: 


Apta! 15d. 


Problema 4 :: Un campesino ara un 
terreno cuadrado de 16 m. de lado en 
16 días. ¿Qué tiempo empleará en arar 
otro terreno cuadrado de 4m. más de 
lado que el anterior? 


Resolución: 


Rpta. 25 días 


: Si 12 metros de cable 


Problema 1 
cuestan 42 soles. ¿Cuánto costarán 16 
metros? 


A) 63 soles B) 56 soles 
C) 58 soles D) 31,5 soles 
E) 36 soles 


Problema 2 : Tres hombres hacen 
una obra en 12 días. ¿Cuántos hombres 
harán la misma obra en 4 días? 


A)3 B)4 C)9 D)12 E)1 
Problema 3 5 lapiceros cuestan 
S/. 35,50. ¿Cuánto costarán cuatro do- 
cenas de lapiceros? 


A) S/. 320,60 B)S/. 380,40 
C) S/. 340,80 D)S/. 430,80 
E) S/. 480,30 


Problema '4 : 9 hombres pueden ha- 
cer una obra en 5 días. ¿Cuántos hom- 
bres más harían falta para hacer la obra 
en un día? 


A)45 B)6 C)27 D)32. E)NA 
Problema 5 : Una guarnición de 1 300 
hombres tienen víveres para 4 meses. 
Si se quiere que los víveres duren 10 
días más. ¿Cuántos hombres habrá que 
rebajar de la guarnición? 


A) 100 B) 120 C)150D)200 E)N.A 


Problema 6 : Un jardinero siembra un 
terreno de forma rectángular de: 10 m x 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
REGLA DETRES 


$ Resolver los siguientes problemas; aplicando cualquiera de los 
métodos estudiados. 


15 m en 8 días. ¿Cuánto tiempo se de- 
morará en sembrar otro terreno de: 20 
mx 30 m?. 


A) 23 días 
D) 36 días 


B) 32 días 
E) N.A. 


C) 28 días 


Problema 7 : Un hombre de 1,8 me- 
tros de altura proyecta una sombra de 
1,33 metros. En el mismo momento una 
torre proyecta una sombra de 22,04 
metros. ¿Cuál es su altura? 


A)1,68m  B)1,24m 
D) 29,83 m E) 15,75m 


C) 22,04 m 


Problema 8 : Si "h" hombres hacen 
un trabajo en "d" días, entonces "h + r" 
hombres pueden hacer el trabajo en: 


Ajd+r B)d-r a + 
h+r 
DL EA. 
h+r 


Problema $9 : Un hombre puede leer 
un libro de "p" páginas en "d" días. 
¿Cuánto días se demorará en leer 5 li- 
bros de 10 páginas cada uno? 


A) 50 d/p 
D) 10p/2d 


B) 50 p/d 
E) NA. 


C) 2p/5d 


Problema 10 : Si un tren ha recorrido 
(A - 1) km en "a" h. ¿En cuánto tiempo 
recorrerá (x + 1) km? 


A) a horas B) (x - 1) horas 
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a 


C) a (x - 1) horas D) horas 


(x-1) 
E) NA. 


Problema 11 : Si por cada S/. 1 000 
de venta un comisionista gana S/. 150. 
¿Cuánto ganará si vende por un valor 
de S/. 12 000? 


A) S/. 1200 
C) S/. 1 900 


B) S/. 1 600 
D) S/. 1800 E)N.A. 


Problema 12 : Una caja de 2 docenas 
de piñas cuestan S/. 54. ¿Cuánto se 
pagará por 7 cajas de 20 piñas cada 
una? 


A) S/. 351 
D) S/. 531 


B) S/. 325 
E) S/. 520 


C) S/. 315 


Problema 13 : El salario de dos obre- 
ros están en la relación de 3 a 7. si el 
segundo recibe 630 soles. ¿Cuánto re- 
cibirá el primero? 


A) 240 soles 
C) 340 soles 


B) 270 soles 
D) 420 soles E)N.A. 


Problema 14 : Había comprado 15 Kg 
de café por 307,5 soles pero, por error 
me envían 6,5 Kg menos. ¿Cuánto debo 
pagar? 


A) S/. 172,45 
C) S/. 147,25 


B) S/. 174,25 
D)S/. 127,75 E) NA. 


Problema 15 : Las ruedas traseras y 
delanteras de un tractor tiene diámetros 
de 2,5 m y 1 m, respectivamente, cuan- 
do las delanteras han dado 225 revolu- 
ciones. ¿Cuántas revoluciones han dado 
las traseras? 


A)90 B)60 C)30 D)120 E)N.A 


Problema 16 : Si 35 hombres termi- 
nan una obra en 16 días. ¿Cuántos hom- 


bres menos se necesitarán para termi- 
nar la obra en 20 días? 

AJ5 B)7 C)9 D)11 E)28 
Problema 17 : Dos ruedas engrana- 
das tiene respectivamente, 50 y 30 dien- 
tes. ¿Cuántas vueltas dará la primera 
rueda al mismo tiempo de dar 360 la 
segunda? 


A) 261 B) 126 C)612D)216 E) 240 


Problema 18 : Quería comprar 8 do- 
cenas de pares de medias que importa- 
ban S/. 336, pero me faltó S/. 112 para 
el pago. ¿Cuántos pares compré con el 
dinero que tenía? 


A) 46 B)64 C)58 D)68 E)32 


Problema 19: "m" obreros pueden ha- 
cer una obra en "a" días. ¿Cuántos obre- 
ros más serían necesarios para poder 
hacer dicha obra en "b" días menos? 


A) mb B) mb c) mb 
a-b a b-a 
py E E) N.A. 
b 


Problema 20 : Un obrero tarda en ha- 
cer un cubo compacto de concreto de 
30 cm de arista 50 minutos. ¿Qué tiem- 
po tardará en hacer 9 cubos, cada uno 
de 50 cm de arista? 


a) 45 1h B) 43 18h Cc) 34 8h 
18 18 18 


D) 28 19, EJNA. 
18 


Clave de Respuestas 


1B|2.C]|3.Cj|4.B]| 5.A 
6.B|7.D| 8.D| 9.A|10.C 
11.D |12.C [13.B |14.B |15.C 
16.B |[17.D 118.B/19.A 120. C 
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6.3. REGLA DETRES COMPUESTA 


Toda Regla de Tres consta de dos partes esenciales: El Supuesto y la Pre- 
gunta. El supuesto está formado por el conjunto de valores donde todos ellos 
son conocidos, y la pregunta formada por el conjunto de valores donde uno 
de ellos se desconoce (Incógnita). 


cl all 


MÉTODO PRÁCTICO: 


Para resolver los problemas de Regla de Tres, aplicamos el método llamado "Ley 
de los Signos", que no es más que la consecuencia práctica de magnitudes pro- 
porcionales y que consiste en lo siguiente: 


Se ordenan los datos de modo que la pregunta esté debajo del supuesto. 
A la cantidad que está sobre la incógnita se le coloca el signo (+). 


Se compara cada una de las magnitudes con aquella que contiene la incógni- 
ta (suponiendo que las demás no varían), con el fin de determinar si son 
directa o inversamente proporcionales. 


En las magnitudes que son directamente proporcionales se coloca a la canti- 
dad superior un signo (-) y a la inferior un signo (+), mientras que si son 
inversamente proporcionales, se le coloca a la cantidad superior un signo (+) 
y a la inferior un signo (-). 


arriba + 
abajo - 


Si son directamente 
proporcionales... - 
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El valor de la incógnita será igual al producto de las cantidades que llevan el 
signo (+) dividido entre el producto de las cantidades que llevan el signo (-). 


Problema 1: Para pavimentar 240 metros de pistas; 32 obreros tardan 18 días. 
¿Cuántos días se necesitarán para pavimentar 300 metros de la misma pista con 4 
obreros más? 


Resolución: 


Escribimos el supuesto y la pregunta; luego hacemos las comparaciones para sa- 
ber si las Reglas de Tres simple son Directas o Inversas. 


Supuesto: | 240 metros 32 obreros 18 días 


300 metros 36 obreros x días 


[ 


Pregunta: 


Comparación: 
a) Metros con días: Para hacer más metros de pista tardarán más días; luego 
la Regla es Directa; colocando arriba de la columna de metros la letra D. 


b) Obreros con Días: Más obreros tardarán menos días; la Regla es Inversa 
colocando arriba de la columna de obreros la letra l. 


Donde: 
Supuesto: | 240 metros 32 obreros 18 días 
Pregunta: | 300 metros 36 obreros x días 


Supuesto: | 240 metros 32 obreros 18 días 


Pregunta: | 300 metros 36 obreros x días 


. La incógnita viene dado por un quebrado cuyo numerador es el producto de 
todas las cantidades de signo (+) y cuyo denominador es el producto de las 
cantidades afectadas por el signo (-); así: 


_ 300 metroS - 32 obreres-- 18 días 
240 metrós - 36 Obreres- 


Xx = 20 días 


Rpta. 


Problema 2: Para hacer 540 metros de una obra 27 trabajadores emplean 16 días 
trabajando 12 horas diarias. Cuántos días necesitarán 18 trabajadores para hacer 
450 metros de la misma obra; trabajando sólo 10 horas diarias. 

Resolución: 


Ordenando los datos se tiene: 


Supuesto: 16 días 


Pregunta: x días 


Comparaciones: 
a) Metros con días: Para hacer menos metros de la obra se necesitan menos 
días; luego la Regla es Directa (Colocamos en la columna de metros D). 


b) Trabajadores con días: A menos trabajadores tardarán más días, luego la 
Regla es Inversa (Colocamos en la columna de trabajadores l). 


c) Horas de labor con días: Trabajando menos horas diarias tardarán más días; 
luego la Regla es Inversa (Colocamos en la columna de h/d )). 


Donde: 


Supuesto: 


Pregunta: 


. Luego, pasamos a colocar los signos correspondientes: 


Supuesto: 


Pregunta: 


Ahora hallamos el valor de la incógnita: 


x = 260 Mm 27 drabaj 16d. 12 4 _ 24 dias 


540 Tn - 18 trabaj. - 10 hYd 


Rpta. 


Problema 3: Si 140 hombres en 8 días, trabajando 12 horas cada día puede hacer 
una zanja de 240 m de largo, 4m de ancho y 2m de profundidad. ¿En cuántos días, 
de 8 horas, harían 90 hombres una zanja de 480 m de largo; 5m de ancho y 3m de 
profundidad? 


Resolución: 


Ordenando los datos se tiene: 


Supuesto: | 140 homb. 12 h/íd 4 m ancho 
Pregunta: | 90 homb. Ml 8 h/d A 


5 mancho 


Comparaciones: 
a) Hombres con días: Menos hombres tardarán más días; luego la regla es 
inversa (Colocamos arriba de la columna de hombres la letra 1). 


b) Horas de labor con días: Trabajando menos horas diarias tardarán más días 
la regla es inversa (Colocamos arriba de la columna de h/d la letra 1). 


c) Metros con días: A más metros más días; luego la regla es directa (Coloca- 
mos arriba de cada columna de metros la letra D). 


Supuesto: 


Pregunta: 


Supuesto: 4 m ancho 


len asell] 


Pregunta: 


Ahora, hallamos el valor de la incógnita: 


- M0 12: 489 - 5-3-8 


90-8- 240- 4-2 


¡ Problema : 1 1. Se tiene un grupo de 
' obreros que pueden hacer una obra en 
i 20 días trabajando 9 horas diarias, pero 
¡con 7 obreros más, la misma obra se 
| puede hacer en 12 días trabajando 8 
' horas diarias. Hallar el número inicial 
i de obreros. 


Resolución: 


Problema | 2. : Se sabe que: 1 500 
hombres tienen víveres para un viaje 
de un mes, si se quiere que los víve- 
res duren 4 meses dándole a cada 
hombre 3/4 de ración. ¿Cuántos hom- 
bres no podrán viajar? 


Resolución: 


TALLER DE. 
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Problema 3 : Un grupo de 24 obre- | 
ros se comprometen hacer una obra ; 
en 30 días trabajando 8 horas diarias. ¡ 
Si al cabo de 14 días sólo han hecho 
los 7/25 de la obra. ¿Con cuántos obre- ¿ 
ros tendrán que reforzarse para que 
trabajando todos 9 horas diarias termi- ¡ 
nen la obra en el plazo fijado? 


Resolución: 


Problema 4 :: Un grupo de alumnos 
resuelven 20 problemas en 40 minu- 
tos. ¿Cuánto demoran en resolver 25 
problemas 20% más difíciles que los 
primeros? 


Resolución: 


Problema 1 : Un albañil construye 400 
metros de pared trabajando 6 horas por 
día; terminando en 24 días. ¿Cuánto 
tardará en construir 800 metros de pa- 
red trabajando 8 horas por día? 


A) 36 días 
D) 20 días 


B) 28 días 
E) NA. 


C) 12 días 


Problema 2 : Una guarnición de 500 
hombres tienen víveres para 20 días a 
razón de 3 raciones diarias. ¿Cuántas 
raciones diarias tomará cada hombre, 
si se quiere que los víveres duren 5 días 
más? 


2 3 
A)2 B)25 C)2% D)2E)3 
) ) ) p ) dd 


Problema 3 : Si 16 obreros trabajan- 
do 9 horas diarias en 12 días hacen 60 
sillas. ¿Cuántos días necesitarán 40 
obreros trabajando 1 hora diaria menos 
para hacer un ciento de las mismas si- 
llas? 


A) 6 días 
D) 9 días 


B) 8 días 
E) 12 días 


C) 10 días 


Problema 4: 10 obreros trabajando 
en la construcción de un puente hacen 
3/5 de la obra en 9 días. Si se retiran 6 
hombres. ¿Cuántos días emplearan los 
restantes para terminar la obra? 


A)12 B)14 C)13 D)15 E)16 


Problema 5: Trabajando 10 horas 
diarias; 6 obreros han logrado asfaltar 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
REGLA DETRES COMPUESTA 


en 20 días 300 m de carretera. ¿Cuán- 
tos días tardará una cuadrilla de 11 obre- 
ros en asfaltar 220 m de la misma obra 
si trabajan diariamente 8 horas? 

A)9 B)8 C)10 D)12 E)14 
Problema '6 : Una guarnición de 1 600 
hombres tienen víveres, para 10 días a 
razón de 3 raciones diarias cada hom- 
bre. Si se refuerzan con 400 hombres. 
¿Cuántos días durarán los víveres si 
cada hombre toma 2 raciones diarias? 


A)10 B)11 C)12 D)13 E)9 


Problema 7 : 8 hombres cavan 3 fo- 
sas en 10 horas, si ahora fuesen el tri- 
ple de hombres y trabajarán en cavar 
90 fosas. ¿Cuántas horas tardarían? 

A)40 B)100 C)120 D)90 E)N.A 
Problema 8 : Una compañía cons- 
tructora emplea 20 obreros que tardan 
en construir una pared de 400 m' en 2 
días. ¿Cuánto tardarán en construir la 
quinta parte de la pared con 8 obreros? 


A) 1 día B) 1 1/2 día C) 1/2 día 
D) 20 horas E) N.A. 
Clave de Respuestas 
A | 2.C | 3.D | 4.D 
5.C 6.C 7.B 8. A 
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6.4 . TANTO POR CIENTO O PORCENTAJE 
Definición: Se llama Tanto por Ciento de un número a una o varias de las 
cien partes iguales en que se considera dividido dicho número; es decir, es 
uno o varios centésimos de un número. 


El signo del tanto por ciento es % que representa el valor de 1/100 y el resul- 
tado que se obtiene al aplicar el tanto por ciento a un número se llama Por- 
centaje. 


Así: 


; equivale a ocho centé- 
simas partes de 600, es 
decir; que 600 se conside- 
ra dividido en cien partes 
iguales y de ellas se toman 
ocho. 


Significa que 1 600 se 
considera dividido en cien 
partes iguales y de ellas 
se toman cuatro partes y 
tres quintos. 


El == ; hos indica que 5 000 se 
( ml considera dividido en cien 
partes iguales y de una de 
ellas sólo se toma los seis 
décimos. 


Todo número es el 100% de si mismo. 
Ejemplos: 


a) 16esel 100% de 16 b) 180 es el 100% de 180 


e Se puede sumar o restar tantos por ciento referidos a un mismo número. 
Ejemplos: 
a) 25% de A + 13% de A = 38% de A 
b) 48% de B - 15% de B = 33% de B 
c) C+20% de C = 120% de C 
d) D-46% de D = 54% de D 


Para convertir un tanto por ciento a decimal se suprime el signo % y luego se 


divide por 100. 

Ejemplos: 

a) 32% =  - PP b) 148% = 
100 


Para convertir un decimal a tanto por ciento, se multiplica el decimal por 100 
y luego se añade el signo %. 
Ejemplos: 


a) 0,85 =85 % b) 3,42 = 342 % c) 24,1 =2 410% 


ls.) Para convertir un tanto por ciento a fracción, se suprime el signo %, luego se 
divide el número por 100 y finalmetne se simplifica la fracción resultante. 
Ejemplos: 


28 
28% = L = b) 160% = 
2 400 ) 400 


Para convertir una fracción a tanto por ciento, se multiplica dicha fracción por 
100 y luego se añade el signo %. 
Ejemplos: 


so — AA 


45% -= 48 -9 


100 20 


6.4.1 ELEMENTOS QUE INTERVIENEN EN EL TANTO POR CIENTO 
Son la base (b); el tanto (%), el porcentaje (P) y 100. 
Ejemplo: El 25% de 40 es 10. 


* 40 es la base o números (b) cuyo tanto por ciento se busca 

*e 25 es el tanto (%) o número de unidades que se toma de cada 100. 
. 10 es el porcentaje (P) o parte de la base determinada por el tanto. 
* 100 es el número que siempre interviene en estos problemas. 


6.4.2 CASOS QUE SE PRESENTAN EN EL TANTO POR CIENTO 


Todos los problemas sobre tanto por ciento se pueden clasificar dentro de los 
tres casos siguientes: 


l. Hallar el porcentaje de un número: 


1. Hallar el 45% de 420. 
Planteo: Si: de 100 es 45. 


de 420 seráx.  ."m 


2. Hallar el 23% de 2 000 
Planteo: Si: de 100 es 23 


de 2 000 será x mp 


e Esta Regla de Tres es simpre Directa 


El 23% de 2 000 es 460] Rpta. 


€ A 


ll. 


Hallar el 23% de 2 000 


iy 1 

23 200-4600 _ 

100 100 
Hallar el 10% del 15% de 4 000 

A A 

10 15. .4000 

100 100 
Hallar la Base o Número: 


1.- ¿De qué cantidad es S/. 280 el 25%? 


Planteo: Si el 25% de un número es 280; el 100% osea el número 
buscado será x. 


Si: El 25% es S/. 280 > 
El 100% será x mo | 


-. | S/. 280 es el 25% de S/. 1 120 ] Rpta. 


2.- ¿Cuál es el importe de una factura cuyo descuento o rebaja del 20% es 
de S/. 5207? 


Planteo: El 20% del importe de la factura es S/. 520; luego 
El 100% osea el valor de la factura será x. 


Si: El 20% es S/. 520 a 
El 100% seráx mb» 


S/. 520 es el 20% de S/. 2600 |] Rpta. 


E áá<f<f——— — _ _— _—__u O A nr 


JA 


El Ejercicio: ¿De qué cantidad es S/. 420 el 35%?7; también se puede enun- 
ciar de la manera siguiente: S/. 420 es el 35% de qué cantidad; que se resuel- 


ve asi: 
s/. 420-35.0 > S/420:100 _ 
100 35 


C 


Hallar el Tanto por Ciento: 
1. ¿Qué % de 1 200 es 60? 
Planteo: Si: 1200es 100% 


60 será x% e 


60 es el 5% de 1 200 f Rpta. 
2. Enel aula de Nataly rindieron examen 65 alumnos de los cuáles 15 
fueron desaprobados. Hallar el % de alumnos aprobados. 


Resolución: 


+ Fueron aprobados : 65 - 15= 50 alumnos 
* Ahora hallamos que % de los 65 examinados es 50 aprobados. 


Planteo: Si: 65es 100% 
50 será x % "" [x= 


*. | De los 65 alumnos que rindieron examen Rota 
de Matemática el 77% resultaron aprobados. pe 
TALLER DE 
EJERCICIOS N? (59) 


a) 36% de 225 
b) 52% de 650 
c) 25% de 160 


h) 3% del 6% de 320 000 
i) 2% del 15% de 16 000 

j) 8% del 3% del 2% de 400 000 

k) 0,4% del 20% de los 4/5% de 25 000 

l) 2/3% de 3/5% del 6% del 0,2% de 340 000 
m) 0,02% del 60% de los 2/5% de 360 000 

n) 0,1% del 70% de los 3/4% de 120 000 


d) 0,75% de 1 200 
e) 0,40% de 80 
f) 3/5% de 750 
9) 5/6% de 72 000 


<C Matematica El 


¡) ¿De qué número es: 


a) 72el6% 
b) 36 el 25% 


c) 120 el 4% 
d) 6,4 el 10% 


6) ¿Qué % de: 


a) 60es9 

b) 240es 12 
c) 175es 35 
d) 250 es 24 


a) 1200 
f) 2.400 
k) 4 000 


a) 15% 
f) 16% 
k) 2% 


1637 


e) 185 el 20% 
f) 66el2 3/4% 


to 
= 


h) 6,5 el 2,5% 


153 el 4 1/4% 


i) 22,5 el 1/4% 
j) 148 e1 3,7% 
k) 540 el 13,5% 
l) 150 el 2,4% 


125es 2,55 
750 es 120 
250 es 96 
125 es 80 


RESPUESTAS TALLER 


b) 338 
g) 600 
1) 0,001 632 


c) 40 
h) 576 


b) 144 
9) 3 600 
1) 6250 


c) 3000 
h) 260 


b) 5% 
9) 38,4% 
l) 0,4% 


c) 20% 
h) 64% 


m) 0,1728 


i) 0,015 es 0,003 
j) 3/5 es 6/40 
k) 1873 es 37,46 
I) 370 es 1,48 


d) 64 
i) 9.000 


e) 925 
j) 4 000 


d) 9,6% 
i) 20% 


e) 2% 
) 25% 


6 Hanuel Coueñas E 


_ Z > 
5 
5 
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Escriba cada enunciado como una proporción: 


a) 6 es el 20% de 30 > Rpta.:  6/30=20/100 
b) 40% de 20 es 8 nm» Rpta.:  8/20=40/100 


c) 28 es el 35% de 80 h) 8% de 200 es 16 

d) 217 es el 62% de 350 i) 15% de 600 es 90 
e) 8 es el 40% de 20 j) 25% de 30 es 7,5 

f) 3/5 es el 20% de 3 k) 30% de 20 es 6 

g) 25% de 800 es 200 l) 33% de 3 000 es 990 


En la figura mostrada: ABCD; es un rectángulo; "E" y "F" son puntos medios 
de BC y AD respectivamente: 


a) ¿Qué porcentaje del área to- 
tal está sombreado? 


b) ¿Qué porcentaje del área to- 
tal no está sombreado? 


Resolución: 


. Area [_] ABCD = 8a 
* Area sombreada = 3a 


Luego: 


a) ¿Qué porcentaje del área total está 


sombreado? 
Porcentaje _ Area Sombreado e 
Sombreado — 100% 


Area total 


Porcentaje Sombreado = E x 100% = 
8á 


= a pr A 


b) ¿Qué porcentaje del área total no está sombreado? 


Area No Sombreado 
Area Total 


Porcentaje No Sombreado = x 100% 


En la figura mostrada; ABCD es un cuadrado. 


a) ¿Qué porcentaje del área 
total está sombreado? 


b) ¿Qué porcentaje del área 
total no está sombreado? 


Resolución: 


* Area del cuadrado ABCD = 2 (a + b) 
* Area sombreada = (a + b) 


Luego: 


a) ¿Qué porcentaje del área total está 
sombreado? 


Porcentaje  _ Area Sombreado 
Sombreado Area total 


x 100% 


(a +b) 


Porcentaje Sombreado = == x100% = 
2(a +b) 


b) ¿Qué porcentaje del área total no está sombreado? 


Area No Sombreado 
Area Total 


Porcentaje No Sombreado = x 100% 


(a +b) 


Porcentaje No Sombreado = 
2(a+b) 


x100% = 50%. 


640 Manuel Coveñas Haguiche 


EN) Estime que tanto por ciento de cada región circular está sombreada. 


8) + Región circular abarca un arco de 360? 
* Región sombreada abarca un arco de 120" 
Luego: 
Porcentaje Area _Sombreado 

= AAA 100% 
Sombreado Area total 
Porcentaje Sombreado = 7 
b) * Región Circular = Area del Círculo mayor 


Región circular = 1 . 6? = 3 € E 7 


* Región no sombreada = Area del círculo menor 


Región no sombreada = rx . 3? = |£ 


Luego: 
Región sombreada = Región circular - Región 
no sombreada 


* Area del 
Círculo =1. (radio)? 


Región sombreada = 36 1-91. = a 0 


Porcentaje _ Región Sombreada x 100% 


Sombreado Región Circular 


*. | Porcentaje Sombreada = A x 100% = 75% 
T 


El Hacia 8 


6) En la figura mostrada: ABC es un trián- 


6 


gulo equilátero; donde: "E"; "F" y "G" 
son puntos medios. Calcular qué por- 
centaje del área total representa el área 
de la región sombreada. 


A) 80%  B)50%  C)60% 
D)75%  E)N.A. 


En la figura mostrada: ABCD es un rec- 
tángulo; "E" y "F" son puntos medios. 
Calcular qué porcentaje del área total 
representa las áreas de las regiones 
sombreadas. 


A) 60%  B)80%  C)50% 
D)75%  E)85% 


En la figura mostrada: ABCD es un 
paralelogramo; "E" y "F" son puntos me- 
dios. Calcular qué porcentaje del área 
total representa el área de la parte 
achurada. 


A) 40%  B)50%  C)37,5% 
D) 42,5% E) N.A 


En la figura mostrada: ABC, es un trián- 
guílo; siendo "E" punto medio de BD. 
Calcular qué porcentaje del área total 
representa las áreas de las partes 
"achuradas”. 


A) 60%  B)80%  C)50% 
D) 45,5% E) 52% 


En la figura mostrada: "O" es el centro 
del círculo mayor; además: BC = 2AB 


y 2CD = 3 BC. Calcular qué porcen- 
taje del área total representa las 
áreas de las partes “achuradas”. 


A)61%  B)62%  C)63% 
D)50%  E)N.A. 


De la figura mostrada: "O" es el cen- 
tro del semicírculo. Calcular que por- 
centaje del área total, representa las 
áreas de las partes "achuradas". 


A)40%  B)50%  C)60% 
D) 62,5% E) Faltan datos A O B 


RESPUESTAS TALLER 60 


6.4.3 PROBLEMAS SOBRE PROBLEMAS DE COMPRA Y VENTA 


El tanto por ciento tiene mucha aplicación en los problemas sobre precios de 
compra o de venta que se presentan en la vida diaria. 


Precio de Compra (Pc): Es el valor en que se adquiere o compra una merca- 
dería. 


Precio de Venta (Pv): Es el valor en que se vende una mercadería. 
Ganancia (g) ó Beneficio: Es la diferencia entre el Pv - Pc. 


Pérdida (p). Es la diferencia entre el Pc - Py. 


Las ganancias o pérdidas se expresan generalmente en un tanto por | 


ciento sobre el Pc, salvo indicación expresa. 


mn NE 


Así, decir que al vender una mercadería se ha ganado el 25% significa q::e: 


| S/. 100 precio de compra 


sq0 ó S/. 125 precio de venta 


: E S/. 25 de ganancia 


De igual manera, si decimos que al vender un artículo se ha perdido el 18% 
de este dato se descompone en otros tres que son: 


cada| sí 100| precio de comprar | 


Los problemas sobre precios de compra o de venta se resuelven aplicando : 
una Regla de Tres Simple Directa. 


El supuesto de la Regla de Tres se forma con los datos que comprende el % 
de ganancia o de pérdida. 


Se presentan 3 casos: 


l Hallar el Pc; conociendo el % de ganancia o pérdida. 
IL. Hallar el Pv; conociendo el % de ganancia o pérdida. 


lll. Hallar el %; de ganancia o pérdida, conociendo el Pc y Pv. 


Hallar el precio de compra conociendo el % de ganancia o pérdida. 


Problema 1: Una casa comercial vende una refrigeradora por 450 dólares 
ganando el 20%. Hallar el precio de compra y la ganancia. 


Resolución: 


El 20% de ganancia significa que: 


E ana Eros Mega? 


KA A A A AAA e 


Ahora, planteamos la Regla de Tres Directa. 


Si: $120 Pv. corresponde a $ 100 Pc. 


Pc= $100 + 


g =$ 20 $ 450 Pv. corresponde a "x" Pc. 
Pv= $120 


5 $.100 Pc - $.450 Pv. 
$.120 Pv 


Luego: => 9g=$450-$375 > 
El precio de compra es de $ 375 y la ganancia es de: $ 75 |] Apta. 


Problema 2: Karina vende uno de sus pantalones por S/. 130; perdiendo el 
35%. Hallar el precio de compra y la pérdida. 


Donde: | x 


= 


Resolución: 
El 35% de pérdida significa que: 
Ahora; planteamos la Regla de Tres Directa. 


Si:  S/. 65 Pv. corresponde a S/. 100 Pc. 
p =S. 35 S/. 130 Pv. corresponde a "x" Pc. 


Pv= S/. 65 
Donde:|x = S/-130 Pv - 8/.100 Pc. _ e, 200 Pc 
S/.65 Pv 


Luego: Pérdida = Pc - Pv = Pérdida = S/. 200 - S/. 130 


El precio de compra del pantalón es de: S/. 200 y 
la pérdida es de S/. 70. Rpia. 


Hallar el precio de venta conociendo el % de ganancia o pérdida. 


Pc= S/. 100 - 


Problema 1: Nataly ha ganado S/. 12 500 al vender un terreno con el 16% de 
ganancia. Hallar el precio de venta. 
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Resolución: 
El 16% de ganancia significa que: 


Ahora, planteamos la Regla de Tres Directa 


(Supuesto 


Pc= S/. 100 + 


Si  S/. 16 g. corresponde a S/. 116 Pv. 


p =S/. 16 S/. 12 500 g. corresponde a S/. "x" Pv 


Pv= S/. 116 Donde: 


z - 5/12 500 g - S/.116 Pv. 
S/.16 gy 


El precio de venta del terreno es de S/. 90 625 Apia. 


Problema 2: Perdiendo S/. 390 se ha vendido una computadora con el 26% 
de pérdida. Hallar el precio de venta y el precio de compra. 


= S/.90 625 Pv 


Resolución: 
El 26% de pérdida significa que: 
Ahora, planteamos la Regla de Tres Directa. 


Si:  S/. 26 p. corresponde a S/. 74 Pv. 


Pc= S/. 100 - 


p =S/ 26 S/. 390 p. corresponde a S/. x Pv. 


A Donde: 


e APA a Py 


S/.26 p 


Luego: =>  Pc=S/. 1 110 -S/. 390 


El precio de venta de la computadora es de: 
S/. 1 110 y el precio de compra es de S/. 720. Apta. 


Nataly el % de Ganancia o Pérdida conociendo el precio de compra y 
precio de venta. 


En este caso, de los datos deducimos las ganancia o la pérdida y lego se 
plantea la Regla de Tres Directa; buscando que % del precio de compra es la 
Ganancia o la Pérdida. 


Problema 1: Manuel compra un automóvil por 10 200 dólares y lo vende por 
12 000 dólares. Hallar el % de ganancia. 


Resolución: 
Sabemos que: | La ganancia = Pv - Pc 
Ganancia = 12 000 dólares - 10 200 dólares = |1 80 


Ahora buscamos que % de 10 200 dólares es 1 800 dólares. 
+ Por Regla de Tres Directa: 
Si: 10200 dólares es el 100% as lu. 100% - $1 800 


= 17,64% 
1 800 dólares será el x% $10 200 


La Ganancia representa el 17,64% Rpta. 


Problema 2: Compré un televisor por S/. 780 y lo vendi por S/. 500. Hallar 
el % de pérdida. 


Resolución: 


Sabemos que: | La Pérdida = Pc - Pv 


Pérdida = S/. 780 - S/. 500 = [$ 


Ahora, buscamos que % de S/. 780 es S/. 280 
» Por Regla de Tres Directa 
Si  S/. 780 es el 100% 
md: ra S/.280 - 100% 
S/. 280 será el x% S/.780 


La pérdida representa el 35,89% Apta. 


= 35,89% 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? 


Problema (: Se vende un televisor por S/. 956 ganando el 25%. Hallar el precio 
de compra y la ganancia. 


A) S/. 764.8 y S/. 1129  B)S/. 7468 y S/. 192,1 — C)S/. 764.8 y S/. 191,2 
D) S/. 746,8 y S/. 119,2 E)NA. 


Problema(2) : Se ha vendido un carro por S/. 6 500 perdiendo el 60%. Hallar el 
precio de compra y la pérdida. 


A) S/. 15 620 y S/. 7950 B) S/. 16 250 y S/. 7950 C) S/. 12.650 y S/. 9 750 
D) S/. 16 520 y S/. 5950 E) S/. 16 250 y S/. 9750 


Problema E» Se ha vendido una cocina a gas por S/. 560 ganando el 39%. 
Hallar el precio de compra. 


A) S/. 430,67 B)S/.430,76 C)S/. 340,76  D)S/.403,67 E)N.A. 


Problema Ú: Un carnicero ha ganado S/. 24 al vender una pierna de chancho 
con el 12% de ganancia. Hallar el precio de venta. 


A) S/. 288 B)S/.124 C)S/. 214 D) S/.224  E)NA. 


Problema 6: Sara compra una radio grabadora por S/. 470 y luego lo vende por 
S/. 510. Hallar el % de ganancia. 


A) 5,81% B) 8,51% C) 8,15% D) 8,72% E) 19% 


Problema (6): Una librería compra un lote de libros del Autor: Manuel Coveñas a 
S/. 15 por unidad y los vende al público por S/. 24 por unidad. Hallar el % de ganan- 
cia por libro. 


A) 70% B) 40% C) 60% D) 80% E) 50% 


Problema (Z): Se ha vendido, una camioneta por S/. 38250 ganando el 12 2%. 
2 


Hallar el precio de compra. 


A) S/. 40300 B)S/ 34000 C)S/.43000  D)S/.54000 E)N.A. 


£ 


Problema (8): Vanessa vendió su colección de libros por S/. 825 perdiendo 5 
1/3%. Hallar el precio de compra. 


648, Manuel Coveñas Maquicke Ó 


FA — A A Pc o AA ia e rc 


A) S/. 925 B) S/. 675 C) S/. 625 D) S/.900  E)NA. 


Problema (8): Se ha vendido un televisor por S/. 840; pérdiendo el 6 4%. Hallar 
3 
el precio de compra. 


A) S/. 940 B) S/. 900 C)S/. 1020  D)S/.S/.890 E)N.A. 


Problema 40) : Karina compró una refrigeradora por S/, 948 y lo vendió luego por 
S/. 711. Hallar el % de pérdida. 


A) 22% B) 35% C) 30% D) 25% E) 28% 


Problema 7) : Un comerciante compra una "Combi" en S/. 18 600 y lo vende 
por S/. 25 296. Hallar el % de ganancia. 


A) 42% B) 38% C) 36% D) 45% E) N.A. 


Problema a: Nataly perdió S/. 10 080 al vender su casa con el 12 1/2% de 
pérdida. Hallar el precio de compra. 


A) S/. 34320  B)S/.30420 C)S/.40230  D)S/.40320 E)N.A. 


Problema E) : Un comerciante ganó S/. 5 420 al vender su mercadería con el 16 
2/3% de ganancia. Hallar el precio de venta. 


A)S/.6054  B)S/.6504  C)S/.6405  D)S/.5604 E)NA. 


Problema a : Luis compra un juego de "Atari" por S/. 210 y lo vende por S/. 
157,50. ¿Qué % se ha pérdido? 


A) 30% B) 35% C) 42% D) 25% E) 52% 


Problema 45 : Una señora ha vendido su "congeladora”" por S/. 535,15 per- 
diendo el 30%. Hallar el precio de compra. 


A) S/.764,50  B)S/.746,50 C)S/.674,50  D)S/.765,40 E)N.A. 


> 


" RESPUESTAS TALLER X 


> 
> 


6.4.4 REGLA DE INTERÉS SIMPLE 


La Regla de Interés Simple es una operación que tiene por objeto calcu- 
lar el interés o rédito que produce un capital prestado a un % y durante 


un tiempo determinado. 


Ejemplo: Se ha prestado un capital de S/. 4 000 al 8% anual, durante 2 
años. Esto significa que por cada S/. 100 de capital se gana S/. 8 de interés al 
año por S/. 1 000 se ganará S/. 80 y por S/. 4 000 se ganará S/. 320 de interés 
al año, luego en 2 años se ganará: 2 x S/. 320 = S/. 640 de interés. 


6.4.5 ELEMENTOS QUE INTERVIENEN EN LA REGLA DE INTERES SIMPLE 
Son: Capital, %, Tiempo e Interés o Rédio (C; %; t; 1) 
Asi en el ejemplo anterior los elementos son: 


S/. 4 000 Capital o dinero prestado 


8% Tanto por Ciento que gana por cada 
S/. 100 de capital. 


2 años Tiempo (años, meses, días) que 
dura el préstamo. 


S/. 640 Interés, rédito o ganancia. 


Generalmente el % de interés es anual, pero puede pactarse mensual o se- 
mestralmente. En estos casos para aplicar las fórmulas se convierte primero 
a % anual multiplicando por 12 o por 2 respectivamente. 


Interés Simple: 


Es cuando el interés o rédito se percibe al final de períodos iguales de tiempo 
permaneciendo invariable el capital. 


6.4.6 FÓRMULA PARA CALCULAR EL INTERÉS SIMPLE 


Para obtener la fórmula para calcular el interés "Il" producido por un capital C, 
prestado a un % anual en t años, aplicamos una Regla de Tres Compuesta 
con dichos elementos del problema: 


Si: S/. 100 en 1 año gana % de interés 
S/. C en t años ganará | de interés 


Las dos Reglas de Tres Simple son Directas, luego: 


50 PMamueloveñas Haguickeo 
El interés es igual al producto del capital por % por tiempo, dividido 
entre 100. 


y. ex % xt 
36 000 


CUADRO DE FÓRMULAS DEL INTÉRES SIMPLE 


Los otros elementos como el capital, % y tiempo, se calculan también resol- 
viendo una Regla de Tres Compuesta. 


Asi se obtienen las siguientes fórmulas: 


a A E 


É ANOS . d 
pa Ex p= £x%xt 
100 1 200 


1 - 36000 x 1 
Cx % ¿ 


Problema 1: Hallar el interés que produce un capital de S/. 8 400 prestado al 8% 
anual, durante 5 años. 


Resolución: 


Reemplazamos los datos en la fórmula para calcular el interés en años. 


Fórmula: 
Cc = S/. 8 400 
%= 8 


t = 5años 


¡ES 


Problema 2: Hallar el interés producido por S/. 6 300 colocado al 16 5% durante 


2 años; 3 meses y 15 días. 


Resolución: 


Reemplazamos en la fórmula para calcular el interés cuando el tiempo está dado 
en días. 


c =S/. 6 300 


%=16 2%=16,8 
5 


t =2 años; 3 m y 15 d = 825 días. 
——— 
720d. 90d. 


=2 2. | El interés es de: S/. 2 425,5 Rpta. 


Problema 3: Hallar el capital que prestado al 0,8% mensual durante 5 años ha 
producido un interés de S/. 1 920. 


Resolución: 


Convertimos el % mensual en anual. Como el año tiene 12 meses, multiplicamos 
12 por el interés mensual que es 0,8%; obteniendo: 


Interés Anual = 0,8% x 12 = 9,6% 


Aplicando la Fórmula: 


916 - 


5 años Obteniendo: 


S/. 1 920 
El Capital es de: S/. 4000 |  Rpta. 


Problema 4: ¿Cuál es el capital que colocado al 6% durante 75 días ha producido 
252,5 soles de interés? 


Resolución: 


_ 36 000 x 1| 
Z% xt 


Aplicando la Fórmula: Cc 


= 75 días 
= S/. 252,5 


Obteniendo: 


-. |El Capital es de: S/. 20 200 


Calcular el %: ) 


Problema 5: ¿A qué % anual se prestó un capital de S/. 2 800 que en 1 año y 2 
meses ha producido S/. 294 de interés? 


Resolución: 


1 año y 2 meses = 1 año y 1/6 año = 7/6 año 
y MEA 


[ Datos: 


S/. 2 800 
7/6 años 


S/. 294 
2 


dl $ 3% 
Nota; En este a Pp se e podido cor ertir el tiempoa 
meses y pela o 


E a 


na 
2 


Veamos: 


Reemplazando valores en la fórmula mencionada; obtenemos: 


[ Datos: | Aplicando la Fórmula: | % = 12% > > 1 
xt 
S/. 2 800 


1año y 2m=14m 
== 


TIME ÓN A] 
9% - 1200 x S/.294 _ 
Sf.2 800 x 14 


Obteniendo: 9 


12m. 


S/. 294 - 
+. | Como se podrá observar el resultado 
á es el mismo que el anterior osea 9%. 


Problema 6: ¿A qué tanto por ciento hay que colocar S/. 3600 para obtener S/. 
432 de interés en 18 meses? 


C = S/. 3600 
18 meses 


S/. 342 
yz 


Problema 7: Hallar el tiempo que estuvo prestado S/. 3 360 que al 5% ha produci- 
do S/. 420 de interés? 


Resolución: 


Aplicando la Fórmula 
del tiempo en años; osea: 


S/. 3600 
Obtenemos: |! 


Veamos: 


m» Como se podrá observar el resulta- 
do es el mismo que el anterior osea: 
30 meses. 


Problema 8: ¿Durante cuánto tiempo hay que colocar S/. 2 850 al 12,5% para 
obiener S/. 712,50 de interés. 


Resolución: 
Aplicando la Fórmula del |; _ 100 x1| 
tiempo en años; o sea: Cx% 
C =S/. 2 850 
%=12,5 Obtenemos: —t= 108: Si BD 2 años 
| =S/. 712,50 S/. 2 850 x 12,5 b 
| El tiempo es de: 2 años | Rpta. 
TALLER DE 


EJERCICIOS N? ri 


Problema (M: Calcular el interés de S/. 3 800 al 5% durante: 

A) 2 años B) 6 meses C) 72 días 
Problema O) Calcular el interés de S/. 6 000 al 6% durante: 

A) 5 años B) 10 meses C) 24 días 
Problema 'O) Calcular el interés de S/. 15 400 al 8% durante: 

A) 2 años B) 9 meses C) 36 días 


Problema O Halle el interés que producen S/. 3 620, colocados al 4%, durante 
2 años 5 meses. 


Problema O) Halle el interés que producen S/. 7 340, colocados al 15%, duran- 
te 27 meses. 


Problema (6): Halle el interés que producen S/. 920, colocados al 14%, durante 
13 bimestres. 


Problema í: Halle el interes que producen S/. 12 350, colocados al 4%, duran- 
te 3 años, 2 meses y 15 días. 


Problema O Halle el interés que producen S/. 85 400, colocados al 4%, del 20 
de abril al 12 de mayo. 


Problema O: Halle el interés que producen 500 dólares, colocados al 25%, du 
rante 10 semestres. 


Problema : Calcula el capital que prestado al 23%, durante 2 años, produce 
un interés de S/. 49 680. 


Problema (1) : Calcula el capital que prestado al 12%, durante 18 meses, produ- 
ce un interés de S/. 351,80. 


Problema (412) : Calcula el capital que prestado al 21%, durante 8 meses, produce 
un interés de S/, 3 220. 


Problema 43) : Halla el capital que prestado al 6%, durante 3 años, 4 meses y 10 
días produce un interés de S/. 2 420. 


Problema : Halla el capital que prestado al 4,5% desde el 2 de octubre al 13 
de noviembre produce un interés de S/. 646. 


Problema (45): Calcula el capital que colocado durante 7 meses, al 21% anual 
produjo un interés de S/. 6 615. 


Probleme : Porun préstamo al 7,5% trimestral durante 4 1/2 meses se pagan 
S/. 393,75. ¿A cuánto asciende el préstamo? 


Problema (7) : ¿A qué tanto por ciento se ha colocado un capital de S/. 68 400, 
que en tres años rindió un beneficio de S/. 36 936? 


Problema : ¿A qué tanto por ciento ha sido colocado un capital de S/. 534 000 
si se quiere obtener un beneficio de S/. 12 460 mensuales? 


Problema : ¿A qué tanto por ciento ha sido colocado un capital S/. 9 000 que 
rinde S/. 562,50 de interés en 21 meses? 


Problema Eo) : ¿A qué tanto por ciento ha sido colocado un capital de S/. 4 500 
que produce S/. 168,75 de interés en 150 días? 


Problema en : Un capitalista invierte S/. 250 000 durante 3 años, 3 meses y reci- 
be S/. 13 750 de interés. Además invierte S/. 87 000 durante 2 años, 4 meses que 
le producen S/. 1 624 de interés. ¿Qué inversón es más conveniente? 


Problema e : ¿Durante cuánto tiempo ha estado colocado un capital de S/. 9 
660 en caja de ahorro si produjo S/. 2 060,80 de interés a una tasa del 8%? 


Problema es : Una persona ha prestado S/. 64 500 al 24% y le devuelven S/. 73 
960. ¿Durante cuántos días ha prestado el capital? 


Problema (28) : Un capital de S/. 45 900 colocado al 18,5% produce un interés de 
S/. 16 983. ¿Cuánto tiempo estuvo invertido? 


le 


EL Matemática márica WA A 4 


Problema E : ¿Al cabo de cuánto tiempo: un capital colocado al 20% produce 
un interés igual a la cuarta parte de su valor? 


RESPUESTAS TALLER 62) 


1. A) S/. 380; B) S/. 95 C) S/. 38 

2. A) S/. 1 800 B) S/. 300 C) S/. 24 

3. A) S/. 2 464 B) S/. 924 C) S/. 123,2 
4. S/. 349,93 5. S/. 2 477,25 6. S/. 279,1 

7. S/. 1 584,92 8. S/. 398,53 9. 625 dólares 
10. S/. 10 800 11. S/. 1 954,4 12. S/. 23 000 
13. S/. 12 000 14. S/. 123047,61 15. S/. 54 000 
16. S/. 42 000 17.18% 18. 28% 


19. 3 43, 20. 9% 
7 


21. La primera es la más conveniente 22. 2 años; 8 meses 
23. 220 días 24. 2 años 25. 1 año; 3 meses 


6.5 ¡DESCUENTOS SIMPLES: DESCUENTO COMERCIAL o) BANCARIO | 


ci A A a ii 


6.5.1 DESCUENTO COMERCIAL 


En las operaciones bancarias, el descuento es el pago anticipado que hacen 
los bancos de los valores o descuentos de crédito (Letra de Cambio), a cam- 
bio del endoso de éste a su favor. 


La operación del descuento permite hacer pagos utilizando letras, en reem- 
plazo de dinero efectivo, y permite también recobrar los capitales invertidos 
manteniéndolos en constante movimiento y productividad. 


Ejemplo: 


Jaime Vásquez compra de Felipe Monzón un televisor pagando S/. 500 de 
cuota inicial y por el saldo acepta una letra de cambio por S/. 4 000 para 
pagar después de 90 días. Felipe Monzón no puede cobrar la letra hasta la 
techa de su vencimiento, pero necesitando dinero efectivo vende dicho docu- 


mento al Banco de Crédito, que le anticipa el pago con una cantidad inferior 
a S/. 4 000. Esta diferencia entre la cantidad señalada en la letra (Valor 


nominal) y la cantidad pagada por el Banco (Valor actual o efectivo) se 
llama Descuento. 


Descuento: Es la cantidad que se rebaja de una suma de dinero expre- | 
sada en una letra por cobrarlo ante de su vencimiento. El descuento | 
viene a ser el interés que producirá el valor nominal de la letra durante | 
el tiempo que falta para su vencimiento. 
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